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Bevezetés

Az elemi szamelmélet térténete az dkorig nyulik vissza, de a te-
rGlet mai napig hasznalatos, gondolhatunk itt akar modern titkositasi
algoritmusokra.

A jegyzet elso része teljes egészében tartalmazza az elsd éves
matematikus hallgatdéknak tartott szamelmélet kurzusomat, azonban
egy kissé meg is haladja azt.

Célom volt, hogy a modern szamitégépes kornak megfelelden, a
jegyzetet Ggy irjam, hogy az vetithetd legyen eléadotermekben, illet-
ve otthon, szamitdégépen olvasva is, kényelmesen el tudjunk mertilni
az elemi szamelmélet kilénbdz6 térténelmi fejezeteiben.

Foképp a kdvetkezd forrasokra tamaszkodtam:

Martin Aigner, Glnter M. Ziegler, Bizonyitasok a kényvbdl, link.
Gyarmati Edit, Turan Pal, Szamelmélet, link.

Erdds Pal, Suranyi Janos, Valogatott Fejezetek a Szamelméletbdl,
link.

Freud Robert, Gyarmati Edit, Szamelmélet, link.
Fried Katalin, Korandi Jézsef, Torok Judit, Szamelmélet, link.
Fuchs Laszl6, Bevezetés az Algebraba és Szamelméletbe, link.

G. H. Hardy - E. M. Wright, An Introduction to the Theory of Num-
bers, link.

Sarkbézy Andras, Szamelmélet és Alkalmazasai, link.
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https://edu.interkonyv.hu/book/33-bizonyitasok_a_konyvbol
https://bookline.hu/product/home.action?_v=Gyarmati_Edit_Turan_Pal_Szamelmelet_K&type=10&id=2108612219
https://www.interkonyv.hu/konyvek/erdos-pal-suranyi-janos-valogatott-fejezetek-a-szamelmeletbol/
https://www.libri.hu/konyv/freud_robert.szamelmelet.html
https://ttk.elte.hu/dstore/document/879/Bevezetes_a_szamelmeletbe.pdf
https://bookline.hu/product/home.action?_v=Fuchs_Laszlo_Bevezetes_az_algebraba_es_&type=20&id=1143652
https://www.amazon.com/Introduction-Theory-Numbers-G-Hardy/dp/0199219869
https://bookline.hu/product/home.action?_v=Dr_Sarkozy_Andras_Szamelmelet_es_alkal&type=20&id=44268

Szalay Mihaly, Szamelmélet, link.

Wikipedia, link.

A jegyzetben ezekre a kbnyvekre altalaban nem hivatkozok kilén
tébbet (a tdbbszérds hivatkozas elkerlilése okan), viszont az egyes
fejezetek végén megprdbaltam a matematikai eredmények eredeti
forrdsat megnevezni, ahol tudtam. Azonban ez sokszor reménytelen
vallalkozas, hiszen gyakran j6 par szaz éves eredményekrodl van szé
(de olyan tétel is van, amely 2000 éves). A kdnyvben az illusztrald
abrak, képek forrasat az adott fejezet végen, a referenciajegyzekben
adtam meg.

Az olvasdknak, hallgatdknak kellemes id6tdltést kivanok.


https://www.typotex.hu/book/238/szalay_mihaly_szamelmelet
https://en.wikipedia.org/wiki/Main_Page

1. Természetes szamok

A legkorabbi szamelméleti emlékink egy agyag tablatéredék kb.
i.e. 1800-bdl valé és Mezopotamiabdl szarmazik. Ugynevezett
pitagoraszi szamharmasokat tartalmazott, azaz olyan a, b, c egész
szamokat, amelyre a? + b* = c?. A szamharmasok tul nagyok ah-
hoz, hogy egyszer( probalgatassal talaltdk volna dket. A Plimpton
322 névre keresztelt tabla, igy nézett ki:

A babiloni szamok helyett ma mar arab szadmokat hasznalunk.
A természetes szamokat mindenki jél ismeri, ezek:
0,1,2,3,4,5,6,7,....

A mai modern szamelmélet kiindulé pontja a természetes szamok
Osszessége, ezt a halmazt N jeldli. Kevesbé ismert azonban, hogy
a természetes szamoknak van egy axioma-rendszere. Ez, az un.
Peano-féle axioma-rendszer a kévetkezo:

1. A 0 természetes szam.

2. Minden n természetes szamnak van egy rakdvetkezdje (vagyis
minden szadmnal van egy 1-gyel nagyobb szam), amely ismét
természetes szam, és amelyet n’-vel jelélink.
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3. A 0 egyetlen természetes szamnak se rakdvetkezdje.

4. Ha n’ = m/, akkor n = m (vagyis kilénb6z6 természetes sza-
mok rakdvetkezdi nem lehetnek egyenldk).

5. Ha a természetes szamok valamilyen M halmaza tartalmazza
a 0-at, és ha n € M-bol kovetkezik n’ € M, akkor az M
halmaz tartalmazza az ¢sszes természetes szamot.

Minden bizonnyal a legbonyolultabb axioma az 5. axidma, amelyet
szokas a teljes indukcié axiomajanak is hivni.

Kdzépiskolabdl ismert a teljes indukcié, mint bizonyitasi méd-
szer, azonban az, hogy ez a bizonyitasi mdédszer miukddik valdjaban
az 5. axiomat hasznalja.

Peano matematikus, logikatudos és nyelvész, 1858-ben szlletett
a matematika axiomarendszereinek egyik megalapitoja.

Azonban az elsd explicit teljes indukcids bizonyitas jéval régebbi,
és a gbrég matematikus és csillagasz Francesco Maurolico-tél ([1],
1575) szarmazik. A kdvetkez0 allitast igazolta teljes indukcidval:

1.1. ALLIiTAS. Az elsé n paratlan szam ésszege éppen n?. Képlet
formajaban:

1+34+5+---+(2n—1) =n

A térténelmi utat bejarva, mi is bebizonyitjuk az éllitast teljes in-
dukcioval.

Kezdd lépés: A tétel n = 1-re igaz.

1 =127
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Igen...

Indukcios 1épés: Feltesszik, hogy az allitas igaz n = k-ra, azaz

1+34+5+---+(2k—1) =K (1.1)

Ebbdl bebizonyitjuk, hogy n = k + 1-re is igaz, tehéat, hogy

14+34+5+---+(2Kk+1)—1) = (k+1)>~ (1.2)

Evégbdl adjunk (1.1) mindkét oldalahoz 2k + 1-et:
14+34+5+---+R2k—1)+ (2k+1) = k* + 2k + 1.

Itt a jobboldalon éppen (k + 1)2 all, igy (1.1)-bdl valéban kdvetkezik
(1.2). Ezzel az allitast teljes indukcioval igazoltuk.

A kéztudatban az elemi szamelmélet foképp oszthatdésag vizs-
galataval bizonyit egész szamokkal kapcsolatos allitasokat. Ugyan
ritkabban hasznalt, azonban nagyon erds modszer a teljes indukcio
is az elemi szamelméletben. Lassunk erre egy feladatot:

1.2. FELADAT. Mely pozitiv egész n-ekre teljesll, hogy
3" 4+ 4" = 5"7

A jegyzetben tipikusan kevés feladat van, érdemes azonban a
megoldas elolvasasa el6tt dndlléan prébalkozni. Nem mindig sike-
ril a legszebb megoldast megtalalnunk, de a megoldasra szant idd
mindig megéri a faradtsagot.



1.2. FELADAT MEGOLDASA.
A megoldas soran sokszor segit, ha megnézzik az allitast az
elsd par természetes szamra. Most is tegylnk igy:

39 4+4°=141=2+#5"=1

31 +4'=3+4=7#5'=5

32+ 42=9+ 16 = 25 = 52

334+ 4°=274+64=91+#5 =125

3% 4+ 4% = 81 + 256 = 337 # 5* =625

35 4 4° = 243 4+ 1024 = 1267 # 5° = 3125
35 + 4% = 729 4 4096 = 2825 # 5% = 15625

Eszrevehetjik, hogy n > 3-ra, 5™ értéke nagyobb mint 3" + 4. igy
allitasunk a kbvetkez:

1.3. ALLIiTAS.
3" 44" < 5"  han > 3.

Ez teljes indukcioval kbnnyen igazolhatd.

Kezdd lépés: Az allitds n = 3-ra igaz. Valéban:

33 4+43=274+64=91 <5 =125

Indukcios lépés: Feltesszik, hogy az éllitas igaz n = k-ra, azaz,
hogy

3k + 4F < 5%, (1.3)

Ebbdl bebizonyitjuk, hogy n = k + 1-re is igaz, tehat, hogy

ZhHL 4 gkHl o ght (1.4)
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Ez pedig (1.3)-t hasznalva a kévetkezdkbdl adédik:

3k—|—1_|_4k—|-1<4_3k+4k+1:4_(3k+4k)<4_5k<5k—f—1.

Ezzel az allitdsunkat belattuk. Az n = 0,1, 2 eseteket megnézve,
azt kaptuk, hogy az egyetlen megoldasa a feladatnak az n = 2.

Elemi szamelmélet feladatok megoldasa soran, ha egyszeri
oszthatésagi vizsgalatok nem, vagy csak részben vezetnek ered-
ményre, akkor az el6zd példahoz hasonlbéan, gyakran segitenek
nagysagrendi becslések.

Hivatkozasok

[1] Franciscus Maurolycus, Arithmeticorum libri duo, 1575, link.

[2] Fotd, Plimpton 322, link.


https://www.maa.org/press/periodicals/convergence/mathematical-treasures-franciscus-maurolycuss-arithmeticorum-libri-duo
https://en.wikipedia.org/wiki/Number_theory

2. Primszamok (alapok)

Az egész szamok halmaza mar nem csak a 0-t és pozitiv sza-
mokat tartalmazza, hanem a negativokat is, azaz:

zZz=4{..,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
Az egész szamok kdérében definialjuk az oszthatosagot:

2.1. DEFINICI0. Legyen a,b € 7. Ekkor azt mondjuk, a oszthato
b-vel, ha létezik olyan c € 7, melyre

a = be.

Jeldlése: b | a.

Gyakorta hasznalt jeldlések a kdvetkezok:

|étezik = 3

minden = V

A definicionk az Uj jelélésekkel felirva:

2.2. DEFINICIO. Legyen a,b € 7Z. Ekkor azt mondjuk, a oszthato
b-vel, ha3 c € Z, melyre

a = be.

Jeldlése: b | a.
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Az elkdvetkezenddkben a primszamok elemi tulajdonsagairdl
lesz szd.

Az elsd par primszam:
2,3,5,7,11,13, ...

A kézépiskolaban a primszamokat a kévetkezdképpen definiél-
tuk:

2.3. DEFINICIO. A p egész szam primszam, ha
(i) p>1,
(if) a p szamnak nincs 1-en €s p-n Kivil mas pozitiv osztoja.

Ez a definicié Eukleidésztdl [4] szarmazik.

Azonban a mai modern szamelméletben szikségessé valt az
oszthatésagot az egészeknél bovebb szamkorokben definialni.

llyen szamkor pl. az

S={a+bV5: a,bcZ}.
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Ahhoz, hogy ilyen tipusu szamkorokben is tudjuk vizsgalni a szam-
kér elemeinek szamelméleti tulajdonsagait, a mai modern korban a
primszamokat kicsit masképp definialjuk. Errdl bdvebben késdbb
lesz sz0, egyeldre maradjunk a klasszikus definiciénal.

2.4. TETEL. Az 1-et kivéve minden pozitiv egész n szam felirhato
primek szorzataként.

2.4. TETEL BIZONYITASA. A tételt n-re vonatkozé teljes indukciéval
igazoljuk.

Kezdd lépés: A tétel n = 2-re igaz. Valdban: a 2 primtényezds

felbontasa 6nmaga, mivel a 2 primszam.

Indukcids Iépés: Tegyik fel, hogy az allitast belattuk

n=234,...,k—1-re.
Bebizonyitjuk n = k-ra is.
Ha k prim, készen vagyunk (egytényezds szorzat).

Ha k-nak van 1-en és k-n kivil mas osztdja, akkor vegyik ezen
osztdk kdzul egyet:

m | k, ahol2 <m <k —1.
Ekkor 3r € N, amelyre

k = mr,
itt
k .
r=—, aholr #1ésr #k.
m
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Ezért
2<rhm< k-1

is fennall. Az indukcios feltevés miatt m és r eldall primek szorza-
taként, tehat

k = mr

A ,szamelmélet alaptételének” hivjuk a kévetkezot:

2.5. TETEL. Az 1-nél nagyobb természetes szamok felirhatok pri-
mek szorzataként, és ez a felirasa primek sorrendjétol eltekintve
egyeértelmda.

A tételt szokas SzAT-nak roviditeni.

A tétel egyik részét mar belattuk, nevezetesen, hogy létezik ilyen
feliras. Ami hianyzik az egyértelmiség.

Az egyértelmiiség Eukleidész I. tételébdl [4] kbvetkezik.

2.6. TETEL. (Eukleidész I. tétele) Ha p prim és p | ab, akkorp | a
vagy p | b.

igy lattuk, hogy mar Eukleidész is igazolt a SzAT-tal ekvivalens
allitdsokat, mégis azt elész6r Gauss mondta ki explicit 1801-ben [6].

Az olvasét batoritom, hogy prébéalja meg kényvek és internet
hasznalata nélkiil bebizonyitani Eukleidész I. tételét. Késdbb a jegy-
zetben is be fogjuk bizonyitani, de eldbb lassuk, hogyan kdvetkezik
Eukleidész I. tételébdl a primtényezds felbontas egyértelmiisége.
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Eukleidész |. tételét tobbtényezds szorzatra felirva kapjuk:

p|aazaz---a, = plaivagyp|ay...vagyp | an.

Indirekten bizonyitunk. Tegyulk fel, hogy van egy természetes
szam, amelynek van két kilénbdz6 felirasa:

pc1>z1p¢212 . pgk — qlﬁlq§2 . qfk

Ekkor

pi | alrdy - q)*

Eukleidész I. tételét hasznalva:
p1| g1 vagy pi | g2... vagy pi | gn-

Szimmetrikus okokbdl feltehetd, hogy

D1 | qi.

Tudjuk g; primszam, két darab pozitiv osztdja van: 1 és q;.

= P1 = q1-
Tovabba oy = 31, mert ha a; > 31, akkor

p?l_ﬂlpgz .. pgk — qu .. qgk.

De ekkor

plds g

Eukleidész I. tételét hasznalva:
D1 | g2vagy p1 | gs... vagy pi | gn-
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Itt g2, g3, . . . , g, primek, egynél nagyobb osztdik csak d6nmaguk, igy
azt kapjuk:
D1 c {q27 g3y ..., Qn}-

Ez pedig ellentmond p; = g¢:-nek, hiszen a q1,qs, ..., g, primek
mind kilénbdzoek.

Hasonléan lathatd, hogy a; < 831 nem lehet. igy:

P1 = q1, a1 = PBq.

A primtényez0s felbontasban a tébbi tag, tébbi kitevd hasonléan ke-
zelheto.

2.1. Eratoszthenész Szitaja

Eratoszthenész (i. e. 276 —i. e. 194) egyiptomi hellenisztikus
matematikus, féldrajztudéds, csillagasz, filozéfus, kéltd, zenész. Fia-
tal koraban ,Bétanak” is becéztek, arra utalva, hogy sok mindennel
foglalkozik ugyan, de mindenben csak a masodik legjobb tud lenni (a
gbrég abécében a béta a masodik betll). Késdbb inkabb az 6ttusazé
atlétat jelentd ,Pentatlosz” néven becézték sokoldalisagaért.
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Eratoszthenész az elsd primteszt megalkotdja, s6t a mai napig leg-
gyorsabb mddszer, amely egy bizonyos hatarig megadja az 6sszes
primszamot.

Lassunk erre egy példat. irjuk fel a szamokat 1-t6! 100-ig. Az 1
nem primszam, huzzuk at. A kbvetkezd egész szam, a 2-es prim,
karikazzuk be.

7 1) L B I T BT I A N B

2 ( AL '1G‘ | W 1 48 ’,"49";‘7‘20 AN 22 [1728 | 9%
AT S < ;f;a* AR R
s B z:o’* w0 R G R

U Y 52 | 53 S A 6 S S8 Sy 60T
AR GB”"@CF zs*ﬂée"@r 8 *@3*'*’%’ P42

y S 41 "af@”fﬂl i W I S
25 & g%’ifg'g 998w vm—,‘%,z 33 15’4'3’5’5' 36
A9 98 A T

Majd hldzzuk &t az dsszes paros szamot. Az elsé & nem huazott
szam a 3-as, karikazzuk be:
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a 49 és 91 nincs athuzva, ezeket huzzuk at. A kdvetkezd prim a 11-
es, de mar nem Kkell athuzni a 11-gyel oszthaté szamokat.

A legkisebb szam, aminek nincs 11-nél kisebb primosztdja és
Osszetett a 112 = 121, ez pedig nagyobb mint 100. Vagyis az
dsszes eddig jeldletlen szamokat bekarikazva, megkapjuk a prime-
ket 100-ig.

ERERERRRAD

@xEORENON

Amennyiben n-ig szeretnénk meghatarozni az 6ésszes primet, elég
[v/n]-nél nem nagyobb primekkel szitalni. Ez az algoritmus a mai
napig a leggyorsabb, ha 1 és n k6z6tt az 6sszes primet meg akarjuk
hatarozni.

2.2. Elemi becslések primszamok szamara

Eukleidész [4] bebizonyitotta, hogy a primszamok szama oco. Ezt
a tételt szokas Eukleidész Il. tételének is hivni. Tétel formaban meg-
fogalmazva:

2.7. TETEL. (Eukleidész Il tétele) A természetes szamok koézott
végtelen sok prim létezik.
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Aigner és Ziegler kdnyvében [1] hat kilénb6zd bizonyitast tala-
lunk arra, hogy a primszamok szama végtelen.

Ismert egy anekdota Erdds Palrél, hogy sokszor emlegette azt,
hogy Istennek van egy matematika kényve, amelyben minden tétel-
nek megtalalhat6é a legszebb bizonyitasa.

Aigner és Ziegler [1] vallalkozott ra, hogy ebbdl a kdnyvbdl meg-
ismertet bennlnket részletekkel, hogy ez mennyire volt sikeres és
lehetséges, azt az olvasé ddntésére bizzuk. Kényvik alapjan a jegy-
zetben is szerepel t6bb bizonyitas Eukleidész Il. tételére, azonban
elész6r nézzik Eukleidész bizonyitasat.

2.7. TETEL 1. BIZONYITASA. (Eukleidész)

Indirekten bizonyitunk. TegyUk fel, hogy csak véges sok prim-
szam 3. Ezek: p1, p2, ..., pn. Tekintsik az

A=pip2...pn+1

szamot. A SzAT alapjan A felirhat6é primek szorzataként:

Q192 =A=p1p2---pn+ 1.

Vegylk a g; primet. Ekkor q1 € {p1,p2,-..,Dn}, hiszen ha g; =
pi, akkor ¢1 = p; | p1p2 -+ - pp, MASIészt qi | qiga - - - g = A. lgy:

Q| A—pip2---pn =1,
ami ellentmondas, hiszen nincs olyan primszam, amely 1-et oszta-
na.

Vagyis g1 egy Uj prim, p1, pa, - . . , p,-t0l kKUIGNDGZ6. Azaz a bizo-
nyitas elején mégsem soroltuk fel az 6sszes primet. Ellentmondasra
jutottunk, és ezzel Eukleidész Il. tételét igazoltuk.
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Nézzik egy kicsit a primek ndvekvo sorozatat:

p1:29 p2:39 p3:5a"'a

ahol p,, az n-edik primszam. Eukleidész bizonyitasabdl kdvetkezik,

hogy
Pn+1 < p1p2 - pn + 1.

Ebbdl teljes indukcidval bebizonyithatd, hogy
Pn < 22",

A teljes indukcid kivitelezése az olvas6 hazifeladata. A jegyzet
tovabbi részében a hazifeladatok roviditésére a ,HF” jelblést hasz-
naljuk.

A HF-ek megoldasa nem talalhaté meg a jegyzetben, ezek na-
gyon egyszer( gyakorld példak, az anyag 6nalléan valé elmélyitésé-
re szant feladatok.

2.8. DEFINiCI0. Jeldlje w(x) az {1,2,3,...,x} halmazban levb
primek szamat.

Nézzik meg 7 (x) értékét az elsd par x-re.

(1) {13 (1) =0
(2) {1,@} n(2) = 1
(3) {1,2,®} n(3) = 2
n(4) {1,2,®,4} n(4) = 2
(5) {1,2,®,4,8} n(5) = 3

2.9. ALLiTAS. Ap, < 22" becslésbél kbvetkezik, hogy

m(x) > log,log, x — 1.
20



Az allitas bizonyitasa HF. A 2.9. Allitds eredménye nagyon gyen-
ge becslés.

Jacques Hadamard [7] és Charles Jean de la Vallée Poussin
[12] 1896-ban egymastdl fuggetlendl (Bernard Riemann o6tleteire ta-
maszkodva) a kdvetkez6t igazolta,

2.10. TETEL. (Primszamtétel)

m(x) ~ —

log:c'

Hogy itt mit jelent a ~ jel6lés arra a jegyzet késdbbi fejezeteiben
térlnk ra.

A bizonyitas komplex figgvenytant, nevezetesen a Riemann-féle
zeta fuggvényt hasznalja. Ez a bizonyitas tul megy jelen jegyzet
keretein.

De azért ebben a fejezetben adunk par elemi becslést = (x)-re,
illetve egy késdbbi fejezetben is egyre élesebb becsléseket adunk
7 (x)-re.

A legjobb becslés amit be fogunk bizonyitani ebben a jegyzet-
ben 7 (x)-re az Csebisev tételének [14], [15], [2] az eredetinél kissé
gyengébb formaja:

2.11. TETEL. Hax > 2, akkor

0.34 -

<m(xr)<4-
log x log x

Ez megkdzeliti a primszamtétel allitdsat, de anndl konstans szor-
zbval gyengébb.
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A jegyzetben a felsd becslésre adott bizonyitas Erdds Pal és
Kalmar Laszl6 munkaja, mely teljesen elemi. Az als6é becslésre
adott bizonyitas Landau [10] munkgja.

Erdds Pal 6sszes cikke megtalalhatdé a Rényi Alfréd Matematikai
Kutatéintézet honlapjan, az aldbbi helyen: link.

A webhelyet nézegetve nem talaltam k6z6s cikkét Erdds Palnak
és Kalmar Laszlénak, de ugyanakkor azt igen, hogy bar 6k nem pub-
likaltak, bizonyitasuk tébb kdnyvben is megjelent (természetesen az
6 nevik alatt).

Szalay Mihaly, Szamelmélet [13] cim( tankdnyvében kénnyen ol-
vashat6 ismertetést adott Erdds Pal, Kalméar Laszl6 és Landau bizo-
nyitasardl, miis ezt az ismertetot kdvetjik majd a 25. fejezetben.

Ezek utan ratérhetink Eukleidész Il. tételének a masodik bizo-
nyitasara. Ez a bizonyitds az un. Fermat-szamokat hasznadlja.

2.12. DEFINicI1O. Az n-edik Fermat-szam:

F, %92 4 q,

A Fermat-szdmok neviket Pierre de Fermat [5] francia jogasz
utan kaptak, aki bar rengeteget foglalkozott matematikaval, foglalko-
zasa szerint a toulouse-i fellebbviteli birosag tagja volt.

Fermat foglalkozott el6szér a 2.12. Definicibban megadott ter-
mészetes szamok szamelméleti tulajdonsagaival.

2.13. TETEL. A Fermat-szamok paronként relativ primek.

A bizonyitas a kbvetkezd azonossagon mulik:
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2.14. LEMMA.
F,—2=2_-1=F,FF,---F, .
2.14. LEMMA BIZONYITASA.

Valéban 22" — 1 az a? — b®> = (a — b)(a + b) azonossagot
tobbszorosen hasznalva szorzatta bomlik:

27" _ 1= <22"‘1 + 1) <22”‘1 — 1)

(@) () ()

:: (22"‘1 1 1) (22”‘2 i 1) (22" i 1) (22" _ 1) .

Itt a baloldalon F,, — 2, a jobboldalon F,,_,F,,_5 - - - Fy szerepel, és
ezzel az allitast belattuk.

Lassuk most a tétel bizonyitasat.
2.13. TETEL BIZONYITASA.
Legyen n > k. Belatjuk (F,,, Fx) = 1. Ehhez legyen
d = (F,, Fy).

A Fermat-szamok paratlanok, igy d is paratlan. Mivel 0 < k <

n —1:
d| Fy, Fy|FoF,---F, 1 = d| FyF,---F, ;.
Azaz a 2.14. Lemma szerint
d| F, — 2.
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De d = (F,, Fy), vagyis
d | F,.

A fenti két oszthatésagbol adddik:
d| F, — (F,—2) =2.

A 2-nek egyetlen pozitiv paratlan osztéja van az 1, igy d = 1. Ezzel
a tétel allitasat belattuk.

Ezutan ratérhetlink Eukleidész Il. tételének 2. bizonyitasara.
2.7. TETEL 2. BIZONYITASA.
Az Fy, Fy, F5, ... Fermat-szamok. Mindegyiknek vegylk egy-
egy primosztojat:
qo | Fo, q1 | F1, q2 | F>,....

Mivel az F; Fermat-szamok paronként relativ primek, a qo, g1, q> . - -
primek kdz6tt nem lehet két azonos.

Azaz vegtelen sok prim létezik.
Fermat-szamok kapcsan fontos fogalom a kdvetkezd.
2.15. DEFINiC10. Amennyiben az n-edik Fermat-szam
F, =241

prim, F,,-et Fermat primnek nevezzUk.

Itt mindjart van egy az olvasdnak szant feladat:
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2.16. FELADAT. Igazolja, hogy ha a € N esetén
29 +1

primszam, akkor sziikségszerlien a kettbhatvany, azaz a szamunk
egy 22" 4 1 alaku Fermat prim.

A megoldast késdbb ismertetjik.

Az ismert Fermat-primek a kévetkezok:

Foy =3

F;, =5

Fy =17

F3 = 257
Fy = 65537.

Jelenleg csak az elsd 12 Fermat-szam primtényezdkre bontasat is-
merjuk teljesen.

A Fermat-szamokkal kapcsolatosan sok sejtés fogalmazddott
meg:

2.17. SEJTES. A Fermat-szamok kozétt Fy, F, F», F3, Fy-en Kiviil
nincs tébb prim.

De sejthetjlk ennek teljesen ellenkezdjét is:

2.18. SEJTES. A Fermat-szamok kézott végtelen sok prim van.

De még a kdvetkezd sem ismert:

2.19. SEJTES. A Fermat-szamok kézott végtelen sok dsszetett van.
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Ezen sejtések mindegyike reménytelenltl nehéz. De ha probal-
kozni akar az olvasé, én talan a 2.19. Sejtést javaslom.

Ha mar sz0 esett a Fermat-primekrol, egy masik fontos csoportja
a primeknek a Mersenne-primek. Neviket Marin Mersennerdl kap-
tak, aki francia szerzetes, matematikus, fizikus volt. 13 évvel volt
idésebb Fermat-nal, akivel levelezést folytatott. De sok mas korabeli
hirességgel is levelezett, tébbek kbz6tt Galileo Galileivel. F6 mun-
kainak cimei megtalalhatéak a kapcsolédd Wikipedia oldalon [20].

Mersenne rendszeresen talalkozott korabeli tuddsokkal, filozo-
fusokkal, és hosszu levelekben tajékoztatta Oket a tudomany és a
filozofia terliletén térténtekrdl. Az elterjedt mondas szerint: ,Mer-
senne tudomasara hozni valamit annyit jelent, mint egész Eurdpa
tudomasara hozni”.

A szamelméletben Mersenne-primeknek nevezzik a kdvetkezd
szamokat:

2.20. DEFINICI0. Legyen p primszam. Ekkor ha
2P — 1

is primszam, akkor 2P — 1-et Mersenne-primnek nevezzUk.

26



A Mersenne-primekkel kapcsolatos a kévetkezd feladat:

2.21. FELADAT. Legyenn természetes szam. Ekkor, ha 2™ —1 prim-
szam, akkor sziikségszeriien n is primszam.

Mire az olvasé idaig eljutott, talan gondolkodott a 2.16. Feladat
megoldasan. Amennyiben nem sikerllt megoldania a feladatot, pici
segitséget jelenthet, ha elaruljuk, hogy a 2.16. és 2.21. Feladatok
megoldasahoz a kdvetkezd nevezetes azonossagokat kell hasznél-
ni:

Minden n természetes szamra:
a”—b"= (a—b)(a" ' +a" *b+a" b+ .- +ab" 2+ b" ).
Paratlan n-ekre:
a”+b" = (a+b)(a" ' —a"2b+a" b —-- - —ab" 241",

ahol a +/—-ok felvaltva kdvetik egymast. Vigyazat, ez utobbi
egyenloség csak paratlan n-ekre all fenn. Gondoljunk csak arra,
hogy péaros n esetén, pl. n = 2-re, a®? + b?-b6l nem emelhet6 ki
a + b.

Mersenne-primek kapcsan a leghiresebb sejtés a kdvetkezo:

2.22. SEJTES. Végtelen sok Mersenne-prim létezik.

A Mersenne-primek a modern szamelméletben is fontos szere-
pet jatszanak, hiszen a legnagyobb ismert primszamok kdzo6tt na-
gyon sok Mersenne-prim van [17]. Ennek oka, hogy Mersenne-
primek vizsgalatara specialis, nagyon gyors primtesztek vannak.

A 2.16. és 2.21. Feladatokat csak a fejezet végén igazoljuk.
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Most inkabb nézzik meg Eukleidész Il. tételének 3. elemi bizo-
nyitasat. Ez a szép és trikkds bizonyitas Eulertdl szarmazik, aki
1737-ben igazolta a tételt.

A bizonyitast Erdds Pal [3] fedezte fel Ujra 1938-ban, egy német
nyelven irt cikkben.

Elolvashatjuk a bizonyitast angolul is, Hardy és Wright [8] hato-
dik, Heath-Brown és Silverman altal Ujradolgozott és kibdvitett ki-
adasaban is. (Mindenképpen érdemes a szamelmélet irant érdeklo-
donek ezt a kényvet is attanulmanyozni). Az apré betiis részben ott
van, Euler és Erdos neve is...

A bizonyitas magyarul is elérhet6 [1]-ben, ahol 6ésszesen 6 bizo-
nyitast is olvashatunk Eukleidész tételére.

Itt most a [8]-ban ismertetett modon bizonyitjuk be a tételt.

A bizonyitasbol kdvetkezik, hogy a primek reciprokdsszege a
végtelenbe tart.

2.7. TETEL 3. BIZONYITASA.
Jeldlie p1 = 2, po = 3, p3 = 5, pys = 7,... aprimek ndévekvd
sorozatat.

Jeldlie N;(x) azon 1 és x kzé esd természetes szamok sza-
mat, amelyek nem oszthatok a

Dj+1y Pj42y o+

primek egyikével sem, azaz primtényezds felbontasuk

3]

1)‘1)‘117(2)‘2 oo 1)‘7
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alaku. Keéplettel:

Nj(x) =|{m: 1 <m <z és m:ptlnpgz,_.p;vj} .

Az 1. |épésben IN;(x)-re adunk felsd becslést.

a1 o

Egyme{m: 1<m< x és m = p{"p; .o-p?"}-etl'rjunk
fel

m:nzu

alakban, ahol n? a lehet6 legnagyobb négyzetszam osztdja m-nek.

Ekkor u négyzetmentes, azaz nincs 1-nél nagyobb négyzetszam
osztdja, vagyis
u = pi'py? - -pf"
alaku, ahol 3; € {0,1}.
Mivel minden i-re 3; csak kétféle értéket vehet fel, u értéke 27
féle lehet.
Masrészt

n<nfu=m<z
n?<cx

n < V=
igy n € {1,2,3,...,[vz]}. Tehat n legfeliebb [,/z] féle kiildn-
bdz6 értéket vehet fel.
Azaz m = n?u pedig [\/z] - 27 féle értéket vehet fel. igy

Ni(2) < [Va] - 27 < V& - 2.
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A tovabbiakban a bizonyitas minden x-re mikddik, igy tetszole-
gesen nagy x-re is.

Ha csak véges sok prim létezne, akkor ezek felsorolhatoak, le-
gyen az dsszes prim:

DPi1,DP2y-5DPDj-

Az 1 és x kdzé esd szamok mindegyike eldall ezek szorzataként,
azaz
x = Nj(x).

Ezt 6sszevetve az IN;(x)-re adott felsd becsléssel:

x = Nj(z) < vz -2

< Vw2
Vo < 27

x < 2%,

Azonban x tetszblegesen nagynak valaszthaté a bizonyitasban, igy
x > 2%-t valasztva ellentmondasra jutottunk.

2.23. TETEL. A primek reciprokésszege a co-be tart.

2.23. TETEL BIZONYITASA.

TegyUk fel, hogy
1,11 2.1)
2 3 5 - '

ltt a baloldalon az 6sszes prim reciprokdsszege szerepel, de ez az
dsszeg A-hoz tart, nem pedig egy A-nal kisebb szamhoz. igy 3 j,
hogy



Vagyis (2.1) alapjan:

1 1 1
+ + e < -
Pi+1  Dj+2 2
Szorozzuk meg z-szel:
xr xr xr
+ e < -
Pi+1  Dj+2 2

Azaz azon 1 és x k6zé esd természetes szamok szama, amelyek
oszthatok a p; 1, pjy2,- .. Primek valamelyikével kevesebb mint 7.
lgy azokra, amelyek ezek kdzil egyikkel sem oszthatoak:

xr
5 < NJ(CL‘)

Az N;(x)-re adott 27/x fels6 becslés alapjan:

xr .
5 < N;(z) < 2z

\/5 < 2J+1
x < 220+1)

igy nagy z-ekre, akarcsak az eléz6 bizonyitasnal, ellentmondasra
jutunk.

2.24. TETEL. A primszamok szamara:

log x

Az n-edik primet p,,-nel jelélve:
Pn < 4".

A 2.24. tételben nagyon gyenge becslések vannak. Valojaban:

xr

(@)~ log:c’
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Pn~ 1 log n.

De azért a 2.24. tételbeli eredmények mar messze nem trividlisak,
bizonyitasuk komoly trikkoket kivan.

2.24. TETEL BIZONYITASA.

Most is, az el6z6 bizonyitasokban mar szerepld IN;(x) és a ra-
vonatkozo 27,/ fels6 becslés a kulcspont.

Legyen most j = = (x). Ekkor:

x = N;(z) < 2/vx =2"®z
Vr < o7 ()
logs v/ < (x)

logx < mw(x).
2log 2 gz < m(2)

Kdévetkezzen p,, < 4™ bizonyitasa. Az x helyébe p,, -t irva:

log pr,
< n=mn(p,
2log2 — (Pn)

logp, < 2log2:n
p < e210g2~n
n _=

pn < 4",

Ezzel a tétel allitasait belattuk.

Ebben a fejezetben mar nem foglalkozunk tébbet 7 (x) becslésé-

vel. De a késdbbiekben, az utolsé fejezetben visszatériink a téma-
kérre, és bebizonyitjuk a 2.11. tételt.
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2.3. Primkeépletek

Vannak olyan polinomok, amelyek a valtoz6 sok egymas utani
értékére primértékeket adnak [16],[21].

Példaul tekintsiik az alabbi Eulertdl [19] (1772) szarmazé egész
egyutthatés polinomot:

x? + x + 41.
Valoban:

12 +1441 =43 prim
22 42441 =47 prim
324+34+41=53 prim
4> + 4+ 41 =61 prim

Egy fiatalkoromban gyakran mondogatott mondas alapjan: ,Egy
fizikus mar rég ravagta volna, hogy minden egész helyen primet
vesz fel a polinom.”

Az x? 4+ x + 41 polinom a 0 < = < 39 helyeken primeket ad, de
x = 40-re:

40% + 40 4+ 41 = 1681 = 41?  nem prim.
Egy masik Legendre-t6l [18] (1798) szarmaz6 hasonlé polinom az
x? —x + 41,

amely szintén primeket ad * = 0-t0l kezdve * = 40-ig minden
egész helyen, és pedig ugyanazt a 40 primet mint az f(x) = =2 +
x + 41 polinom. (Miért? HF).
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Szintén Legendre talalta az =2 + « + 17 polinomot, amely = = 0-
tol x = 15-ig 16 darab kilénb6z6 primet vesz fel.

ltt szerepel egy az olvasdnak szant feladat:

2.25. FELADAT. Létezik-e olyan egész egyulitthatos, egyvaltozos po-
linom, amelynek a pozitiv egész helyeken felvett értéke mindig prim?

A feladat megoldasa a 4. fejezetben, a kongruenciaknal lesz ol-
vashato.

A kovetkezd oldalon egy nagyon érdekes tulajdonsagu, de na-
gyon nagy méreti tébb valtozds polinom foglal helyet, melynek mar
a felirasa is egy egész oldalt igénybe vesz.
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Erdekességként megemlitjilk, hogy 1970-ben Jurij Matyasevics
[11] orosz matematikus szerkesztett egy olyan 25-6dfoku, 26 valto-
20s p(x1, X2, . . ., Ta6) Polinomot, amely az x4, o, . . . , T2 Valtozdk
azon egész ertékeire, amelyre p(xq, s, . . . , T26) pPozitiv, akkor min-
dig primszamot ad, és minden primszam eldallithato ilyen alakban.

A jelenleg ismert legegyszeriibb ilyen polinom (forras: [9]):

(k+2)(1—

(wz+h+j—q)° —
((gk+29+k+1)(h+j)+h—2)"—

(16(k +1)*(k +2)(n +1)* 4+ 1 — f%)* —
2n+p+q+z—e)’—
(e(e+2)(a+1)*+1—0%2%—

((@®* = 1)y* +1—2%)* -

(16r%y*(a? — 1) + 1 — u?)? —

(n+£+v—y)*—

((a® — 1)£% +1 — m?)? —

(ai +k+1—£—1i)%—

(((a + v*(u® — a))* = 1)(n + 4dy)* + 1 — (z + cu)?)* -
(p+£a—n—1)+b(an +2a —n? —2n — 2) —m)? —
(¢ +y(a—p—1)+s(2ap +2a — p* —2p — 2) — x)* —
(z + pl(a — p) + t(2ap — p* — 1) — pm)?).

A polinom tulajdonsagainak alaposabb vizsgalatat az olvaséra
bizzuk.

A szamelmélet egyik leghiresebb sejtése Christian Goldbach-t4l
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szarmazik, aki egy Euler-hoz irt levelében a kévetkez6t fogalmazta
meg:

2.26. SEJTES. (Goldbach-sejtés) (I.) Minden 2-nél nagyobb paros
szam elball két primszam &sszegekeént.

(II.) Minden 5-nél nagyobb paratlan szam eléall harom primszam
dsszegekent.

Euler valaszdban ramutatott, hogy (l.)-bdl kdvetkezik (II.).

Goldbach sok Eulerhez irt levele kézll egyet megtalaltam a we-
ben egy internetes kdnyvtarban (Fermat’s library): link. Persze, ak-
koriban (és talan még ma is valamennyire), a kézirasos levelek vol-
tak az elterjedtek. Goldbachnak Eulerhez irt levele az alabbi is:

Pl ol b sl tentefe,
e Ay l/tnﬂ M Ty bre) wiics rrona e das o/u?pu,.
i\?/««.@r/,j /&/ Jn?/,.d /07; e m/,«a«,
egehine Sy ol b s oo it s
74/4»»«»-;}‘;}-4% am/Wmm]/’md,‘/m
Preimrum Al wnr -.1(// S wictatom snd i fond]
%sfl&- Longeriom oriim witcton X 3.0 &;;:C/ )

I+
-{ et 5 8= ,,us
,,,,,, 2 Vet i48
+let [EERERERE 23 b
et erel b
""'7( Cyor WV/A v ﬂ//ﬂru:am/& Llamorid Lo sl savion;

‘fﬂ.!f/‘;ha/u?-./uxe« rods wt frcha V) = C. rimebes e
N Gmgue,, Ja:rmmm/w%hx/wo t/—mé,/w W"W*l
e expresfas, Wmméja:»‘jfa ‘grz"’ m’df.—'
}awowi’ = (av )6»9 "SJF-Lw St wits
% JWW carvas m«l‘ya%uﬁ‘ Wd(m z:.n/* i
\gt X J“mmn/nu. %x/nvn/wauhamm L,»K
W‘-ﬁm—‘.x +£*%fn¥2'*@ 'z"ax/imr
,//u/a-m;d.’. m el AT

2 2.

5 Sleb o T
49.:#:‘25‘4, ety %z
MI by a@:}' %

- '5’;?
o
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P
-«:bo w‘a
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)
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Lassan a fejezet végén tartunk. Itt az idd, hogy ismertessik a
2.16. és 2.21. feladatok megoldasat.
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2.16. FELADAT MEGOLDASA.

TegyUk fel, hogy a nem kettdhatvany. Ekkor a-nak 3 egy egynél
nagyobb paratlan osztdéjat > 3. Azaz a = tm, ekkor
2¢ +1=2"41=(2m)"+1¢
=@ +1) () =@M T —2m 1)
Mivel 1 < m < a,igy3 < 2™ 41 < 2% + 1. Azaz 2™ + 1 valddi

osztdja 2¢ + 1-nek, és igy 2 + 1 dsszetett. Ezzel a feladat allitasat
belattuk.

2.21. FELADAT MEGOLDASA.

Tegylk fel, hogy n 6sszetett. Ekkor n eldall n = tm alakban,
ahol 1 < t,m < n. Ekkor
2" — 1 =2"m_1=(2m)" - 1!
— (2™ —1) ((zm)t—l N T 1)
Mivel 2 < m < n,igy3 < 2™ —1 < 2" — 1. Azaz 2™ — 1 valddi

osztdja 2™ — 1-nek, és igy 2" — 1 dsszetett. Ezzel a feladat allitasat
belattuk.
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3. Szamelmeéleti alapfogalmak

Az egész szamok kdrében az 6sszeadas, kivonas, szorzas akar-
hanyszor és egyértelmiien végezhetd el, az osztds azonban nem
mindig. Két egész szam hanyadosa mar nem mindig lesz ujbdl
egész.

Az osztas éaltalaban kivezet az egész szamok kérébdl. Van azon-
ban az osztasnak olyan valtozata, amely nem igényel tértszamokat.
Ez a maradékos osztas.

Legyen a és b két pozitiv egész. Ha a > b, akkor vonjunk le b-t
a-bél. Ha az a — b kilénbség még mindig nagyobb vagy egyenl6
b-nél, vonjunk le Ujbdl b-t. Ezt az eljaras folytassuk addig, amig egy
0 és b — 1 k6zé esd szamra nem jutunk.

ckcla/\o.B\o
‘ f‘»'_‘\r_/kﬁ r-—JL-‘ﬂr—/L—'—\M”\
0 abqb Zb &3&; a-2b a-b o

Az algoritmussal belattuk olyan egész q és r |étezését, amelyre
a=bg+r, 0<7r<<hb.

Ez esetben azt mondjuk a-t b-vel osztva a hanyados q €s a maradék

T.

Ha a < b, akkor a hanyados ¢ = 0, a maradék r» = a.
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A maradékos osztas kiterjeszthetd negativ szamokra is. Ha a
negativ, b pozitiv, akkor a-hoz addig adunk b-ket, amig 0 és b kbzé
es® szamhoz nem jutunk. Abraval szemléltetve:

+bo
+b +b
1{\M1M—dn olo 3 1[\/1\1_4—7: L
& o0 P b

Altalaban a kdvetkezd igaz:

3.1. TETEL. (Eukleidész, maradékos osztas lemma) Adott a és
b # 0 egész szamokhoz léteznek olyan q és r egész szamok, hogy

a=bqg+r, ahol 0<r <|bl

EZz a feliras egyeéertelmdi.

Azt hogy ilyen q és r létezik, mar lattuk. A bizonyitasbol annyi
hianyzik, hogy q és r egyértelml a felirasban.

Elébb azonban, ha az alapoktél akarjuk kezdeni a bizonyitast
szUkségunk van par nagyon egyszery allitas igazolasara.

Nyilvanvald, hogy a 0-nak minden szam osztdja, vagyis tetszdle-
ges a-ra:
a|0 ugyanis 0=0"-a.

ltt megjegyezendd, hogy 0 | O is teljesll, noha 0-val nem szabad
osztani...

Most megmutatjuk, hogy 0 az egyetlen olyan szam, amely vég-
telen sok osztéval rendelkezik.
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3.2. TETEL. Tetszbleges a # 0 szamnak véges sok osztdja van.

A tétel bizonyitasa az alabbi lemman alapul:
3.3. LEMMA. Haa # 0 és b | a, akkor
] < |al.
3.3. LEMMA BIZONYITASA.
Mivel b | a tehat van olyan g egész szam, amellyel

a = bqg (3.1)

Mivel a # 0, igy q # 0, vagyis
lq| > 1.
Vagyis |b|-vel beszorozva az egyenlétlenséget azt nyerjik, hogy
6] lg| > |b] .

De ebbol
|bg| > |b| (3.2)

adodik, és (3.1) valamint (3.2) alapjan:
la| > |b].
Ezzel a lemma allitasat bebizonyitottuk.
3.2. TETEL BIZONYITASA.
Mosta # 0 és b | a. A 3.3. Lemma alapjan:

b < la].
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Vagyis
—a <b<a.

De a [—a, a] intervallumban csak véges sok egész szam van, te-
hat a # 0-nak véges sok osztdja van, amivel tétellink bizonyitasat
befejeztik.

Ezutan ratérhetliink Eukleidész maradékos osztas lemmajanak
bizonyitasara.

3.1. TETEL BIZONYITASA.

A q és r |létezését mar a maradékos osztas bevezetésénél be-
bizonyitottuk (abban az esetben, ha b pozitiv. A negativ b-k esete
nagyon egyszerlien visszavezethetd a pozitiv b-k esetére, egysze-
rlen q helyett —q-t irunk...)

Most ratériink az egyértelmiség bizonyitasara. TegyUk fel, hogy
az allitassal ellentétben, adott a és b-hez legalabb két kilénb6zd g,
és g ill. 7, és ry tartozik. Ekkor:

a = bqy + 1, ahol 0 <7 < |b],
a = bgy + 72, ahol 0 < 7y < |b] (3.3)

is teljesliine. De ebbdl:

bg: + r1 = bga + 72
b(g1 — gq2) =12 — 712
Vagyis
b|re—rm. (3.4)
Azonban (3.3) miatt
|re — 1] < |b|.
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TegyUk fel, hogy 7o — 1 # 0. Ekkor (3.4)-bél és 3.3. Lemmabdl
addddan
b] < [re — 7]

kdvetkezik. Igy

P2 — 71| < |b] < |re — 1],

ami ellentmondas.
Tehat ro — r; = 0, vagyis r; = r5. De ekkor
bgq: = bqaz,
illetve b #£ 0-val val6é osztas utan
q1 = g2,
ami ellentmondas.

Most az oszthatdsagi relacio legalapvetdbb tulajdonsagaival fo-
gunk foglalkozni.

3.1. Egységek

3.4. DEFINIiC10. Ha egy szam minden egész szamnak osztoja, ak-
kor egysegnek nevezzUk.

Az egységeket ezentul e-nal fogjuk jeldIni.

3.5. TETEL. A egész szamok kbzott ket egyseg van: 1 és —1.

3.5. TETEL BIZONYITASA.
(i) A —1 és +1 valéban egység, ugyanis Va € Z-re

a=1-a
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a=(—1)-(—a).

(ii) A —1 és +1-en Kivill nincs mas egység:

TegyUk fel, hogy € egység. Ekkor Va € Z-re

e | a.
Specialisan, a = 1-re is:

e | 1.
A 3.3. Lemma alapjan

] <1,

aze € {—1,0, 1} eseteket vizsgélva (a nulla egyetlen szamnak: a
nullanak osztéja), azt kapjuk, hogy e = 1 vagy e = —1.

Az oszthatdésagot nem csak az egészek ko6zott, hanem mas
szamkordkben is, pl. a Gauss egészek kdzott, azaz

G={a+bi: a,be’Z},
vagy Z[v/2]-ben is vizsgalhatjuk.
Z[V2) = {a +bV2: a,b € Z}.
Ehhez kapcsolddik a kdvetkezd két feladat:

3.6. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy G-ben négy egység van:

1, —1,4, —i.
3.7. FELADAT. Bizonyitsuk be, hogy Z.[v/2]-ben:
(i) Az1 4+ /2 egység.

(if) Végtelen sok egyséq letezik.
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A feladatok megoldasahoz el6sz6r azt kell &tgondolni, hogy egy
S szamkoérben, hogyan érdemes definialni az oszthatésagot.

Egyaltalan mi a szamkdr definicidja? Az algebraban mar jaratos
olvasénak elaruljuk, hogy a szamkdr most kommutativ gyartt jelent.

De, ha valaki nem tanult még mélyebben haladé algebrat, akkor
a példainkban szerepld szamkérdkre ugy érdemes gondolni mint a
valds vagy komplex szamoknak olyan részhalmazaira, amelybdl az
Osszeadas, szorzas nem vezet ki. llyen a G is, és a Z[+/2] is.

3.8. DEFINICIO. Legyen S egy szamkér a,b € S. Ekkor azt mond-
Juk, a oszthato b-vel, ha3 c € S, melyre
a = bc.
Jeldlése: a | b.
Meglepd tény, ha S a paros szamok halmaza, akkor
212 S-ben,
mert hanyadosuk 1 & S.

Szerencsére 1 a legtdbb szamkdrnek eleme. Ez alapjan megfo-
galmazhaté a kévetkezo tétel.

3.9. TETEL. Legyen S egy szamkér, és 1 € S. Ekkore € S akkor
€s csak akkor egyséeg S-ben, ha

e | 1.

3.9. TETEL BIZONYITASA

Ha e egység, akkor Va € S-ree | a. Eza =1 € S-reis teljesll,
vagyis € | 1.
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Forditva, ha e | 1, akkor 3¢ € S, hogy
1 =c¢c.
Tehat tetszbleges a € S-re
a = ¢(ca),
vagyis € | a.

Nem minden szamkor tartalmazza az 1-et (Id. paros szamok).
De ha egy szamkér nem tartalmazza az 1-et, akkor abban nincs
egység, hiszen ekkor minden a € S-re a 1 a.

3.10. DEFINIiCIO. A szamkdér egy a elemének egységszereseit a
asszocialtjainak nevezziik.

A 3.6. és 3.7. feladatok megoldasat a fejezet végén adjuk meg.

3.2. Oszthatésag alaptulajdonsagai

El6szdér megnézzik, hogy az oszthatdésagnak mint relaciénak,
milyen alaptulajdonsagai vannak.

3.11. TETEL. Ha az S szamkdérnek az 1 eleme, akkor az oszthato-
sag reflexiv, antiszimmetrikus és tranzitiv.

3.11. TETEL BIZONYITASA.

1) Az oszthatéség reflexiv, azaz a | a Va € S-re. Valéban a és a
hanyadosa 1, ami eleme a szamkadrnek.

2) Az oszthatdésag antiszimmetrikus, azaz ha a | b €és a # b, ahol
e egység, akkor b 1 a.
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TegyUk fel ugyanis, hogy a | b és b | a egyszerre fenn all. Ekkor
alkalmas g-val és q’-vel:

b = agq,
a = bq'.
igy:
b= b(qaq'),

vagyis b # 0 esetén qq’ = 1, amibdl a 3.9. Tétel értelmében,
kdvetkezik, hogy q és q’ egység.

Ha pedig b = 0, akkor ebbdl mar a = 0 adddik, ami ellentmond
annak, hogy a # eb (ahol € egyseg).
3)Haa | bésb | ¢, akkor a | c (tranzitivitds), ugyanis
/

b=aq, c=bqg,

tehat
c = (aq)q’ = a(qq’).

3.12. TETEL. Haa | b ésa | c, akkor
a|lb+c, alb—c, a]| bk,

ahol k tetszbleges egész.

3.12. TETEL BIZONYITASA.
Tudjuk, hogy alkalmas q és q’ egészekkel
b=aq, c=aq,
tehat

b+c=alqg+q),
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b—c=a(q—d),
bk = a(qk),

amibdl az allitas mar kdévetkezik.
A 3.12. Tetel allitasat ne prébaljuk meg megforditani:
alb+c # al|b és a]c

Pl..7|]10+4,de 7110és 7 { 4.
A kovetkezd tételt a kdzépiskolaban mar tanultuk:

3.13. TETEL. Tetszbleges A > 0 egész szam felirhato
A =a,10" + a, 110" 4+ ... 4+ a;10 + ayo,

alakban, ahol
0<a;<9, 6s a,#O0.

Ebben a felirasban az a; szamjegyek egyertelmien vannak megha-
tarozva.

Természetesen ez a tétel 10-es szamrendszerrdl, tetszdleges b-
alapu szamrendszerre is altalanosithaté (ahol b > 2 egész szam):

3.14. TETEL. Tetszbleges A > 0 egész szam felirhato
A=apb" +a,_1b"' + .-+ a1b+ ao,
alakban, ahol
0<a;<b-1, 6és a, #0.

Ebben a felirasban az a; szamjegyek egyértelmien vannak megha-
tarozva.
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A szamjegyek meghatarozasara két mddszer is ismert.

Egyrészt vehetjik a legnagyobb b-hatvanyt, amely A-nal na-
gyobb (legyen ez b™*1), majd beszorithatjuk A-t a,,b™ és (a,, +1)b"™
kbzé:

ab" < A< (a,+1)b",
meghatarozva ezzel az a,, szamjegyet. Majd rendre, hasonlé mo-
don meghatarozzuk az a,,_1, a,_2,. .., a1, ag SZamjegyeket.

Vagy pedig eldszér az ay szamjegyet hatarozzuk meg, észrevé-
ve, hogy az A-nak a b-vel vett osztasi maradéka. Majd rendre, ha-
sonlé médon meghatarozzuk az a;, as, ..., a, szamjegyeket. En-
nél bovebben a 3.13. és 3.14. Tételeket nem bizonyitjuk.

A torténelem soran sokféle szamrendszert hasznaltak. Manap-
sag a 10-es szamrendszeren Kivll a legismertebb szamrendszer a
kettes, de az mar kevésbé ismert, hogy a kettes szamrendszer mar
Okori kinai irasokban is megijelent.

A kettes szadmrendszer leggyakoribb alkalmazasa a szamité-
gépekhez flzddik. Az elsd teljesen elektronikus szamitégép, az
ENIAC, a magyar szarmazasu Neumann Janos nevéhez fizodik.
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Nagyon fontos szadmelméleti alapfogalom a legnagyobb kdzés
0szto:

3.15. DEFINICIO. Az a és b egész szamok, ahol nem mindketté O,
legnagyobb kézds osztojanak nevezzik azt a d szamot, amelyre

1. d|a,d| b tehatd kézds oszto.
2. d alegnagyobb a kbzds osztok kézdil.
Jeldlése: d = (a, b).

Gyakran azonban nem a természetes szamok kozott keressik a
legnagyobb kdz6s osztot, hanem mas szamkorokben (az algebrat
ismerd olvas6 szamara itt kommutativ gyUriiket is emlithetlink), ahol
nem mindig egyértelmi, hogy mit is jelent a ,legnagyobb” kifejezés.
Ennek megértéséhez j6jjon egy feladat:

3.16. FELADAT. AZ[v2] = {a + bv/2 : a,b € Z} szamkérben
semelyik két szamnak nincs legnagyobb k6zds osztoja.
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A feladat megoldasat a fejezet végén ismertetjik.

Tehat azért, hogy mas szamkdrbkben is tudjunk vizsgalddni, ér-
demes Kiterjeszteni a legnagyobb k6zds osztd definicidjat.

3.17. DEFINICIO. Az a és b egész szamok, ahol nem mindketté 0,
kitlintetett k6zds osztojanak nevezzuk azt a 6 szamot, amelyre

1.6 | a,d | b tehatd k6z6s oszto.

2. Hac| aésc|b, akkorc | d, vagyis 6 aza és b 6sszes k6z6s
osztdjanak tébbszdrése.

Nyilvanvald, hogy két egész szamnak (most Z-ben) mindig van
legnagyobb osztdja, de a kitlintetett k6zbs 0sztd |étezése mar nem
magatél értendd.

So6t, nem minden szamkorben létezik kitintetett k6zos 0szto...

De szerencsénkre, a szokott egész szamaink kbzdétt jol definialt a
kitlintetett k6z6s 0sztd, sot, egységszorz6tol eltekintve megegyezik
a legnagyobb k6z6s osztdval. Ennek bizonyitasa azonban egyalta-
lan nem kénnyd.

El6szdr csak azt latjuk be, hogyha ¢ |étezik, akkor 6 = +d. Fel-
tehetjik, hogy d pozitiv. Ha § < d, akkor § nem lehetne tébbszbrbése
a d kdz06s oszténak. Mivel d a legnagyobb kbzds osztd 6 > d sem
lehet, igy 6 = d.

Az is vilagos, hogy tetszdleges szamkdrben, ha a kitlintetett ko-
z06s osztod létezik, akkor az egységszorzotol eltekintve egyértelm,
ugyanis, ha van két kilénb6z6 kitlintetett k6z6s 0sztd: §; és d, ak-
kor

01|02 és Oz | d;.
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Ez utébbibdl pedig kévetkezik, hogy §; €s d2 egymas egységszere-
sei, |d. 3.12. Tétel bizonyitasat.

Vagyis a f6 nehézség, hogy a kitlintetett legnagyobb kdzbs osztd
Z-ben létezik.

Ennek bizonyitasa az Euklideszi algoritmussal torténik.

3.3. Euklideszi algoritmus

Az euklideszi algoritmus, nevét az okori gérég matematikusrol,
Eukleidészrdl kapta, aki az Elemekben irta le (Kr. e. 300 kérdl) [1].
Az egyik legrégibb, gyakran hasznalt algoritmus.

Ez az algoritmus a kévetkezd:

Tegylk fel, hogy a és b két egész szam (nem mindkettd 0). EI6-
szOr elosztjuk a-t maradékosan b-vel. Majd b-t a maradékkal, és igy
tovabb, mindig az oszt6t, az el6zd6 maradékkal:

a = bq; + 71, ahol 0 < r < |b],
b= r1q2 + T2, ahol 0 < ro < 71,
1 = T2q3 + T3, ahol 0 < ry < 7o,

Tn—2 = Tn—1qn + Tn, ahol 0 < Tn < Tn—1

Tn—1 = Tnqn41 (Tn—{—l = 0)'

Eljarasunk biztosan véges sok |Iépésen belll véget ér, eldbb-utdébb
eljutunk a 0 maradékhoz, hiszen a

bl >ri1 >reg>--- >0
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sorozat korlatos, szigoruan monoton csOkken és nemnegativ egész
szamokbal all.

Bebizonyitjuk, hogy az utols6 nem nulla maradék, azaz r,, lesz a
kitGintetett k6z6s 0szto6.

Elész6r csak azt latjuk be, hogy r,, kdzds osztd. Ehhez alulrdl
folfele haladunk. Az algoritmus utolsé egyenlete alapjan:

Tn | Trno1.
Az utolsé elétti egyenletben r,, | r,_1 és 7, | 7y, vagyis
Tn | Trnos.
Hasonldéan haladva visszafele az eljaras végén megkapjuk
r,|a és Ty | b,
azaz r,, k6z6s o0szto.

Az is vilagos, hogy r, kitlintetett k6zds osztd. Most fellilrdl lefele
haladunk. Legyen c az a és b szamok kdz6s osztdja: ¢ | a és c | b.
Az algoritmus els6 egyenlete alapjan:

cl|a—bg = r.
Lefele haladva, hasonldéan adddik rendre, hogy
c|re, c|r3y... |y

Tehat r,, tetszbleges kdz6s oszténak a tébbszérdse, azaz r,, kitlin-
tetett k6zbs osztd.

Osszefoglalva az eddigiek Z-re vonatkozé allitasait:

54



3.18. TETEL. Az egész szamok kézétt mindig létezik kitlintetett ké-
z8s 0szto, és az elbjeltdl eltekintve megegyezik a legnagyobb kézds
osztoval.

Ez nem minden szamkdrben van igy, de mivel az egészek ko-
z6tt igy van, ezért ezentul, ha Z elemeirdl beszéllink, akkor az egy-
szerlibb legnagyobb k6z6s osztd kifejezést hasznaljuk a kitlntetett
kdz06s osztéra is.

Szintén az euklideszi algoritmussal igazolhaté a kdvetkezd tétel:

3.19. TETEL. Legyen a és b egész szamok (nem mindketté 0). Ek-
kor a €s b legnagyobb kézbs osztdja felirhato

(a,b) = ax + by,

alakban, ahol x és y egész szamok.

MegjegyezzUik, hogy a fenti felirasban az x és y egész szamok
k6zUl az egyik mindig pozitiv a masik mindig negativ.

3.19. TETEL BIZONYITASA. Az eukliedszi algoritmusban fellilrol le-

fele haladunk. Ekkor:

a=a-1+0b-0,
b=a-0+4+b-1.

Majd rendre az ry, rs, . . . , 7, maradékokat kifejezzik
Tm = ATy, + bym
alakban. Ez teljes indukciéval igazolhaté.

a=bg+7r, r1=a-14b(—q).
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Azaz az indukcié kezdblépése m = 1 mar készen is van. Azért nem
egészen, mert van még egy kezdodlépés: m = 2. Ehhez:

b=riq: + 72,
ry = b — r1qs,
=b—(a-14b(—q1))q2,
= (1 + q192)b — g2a.

Ez is kész.

Az indukcibs 1épés a kdvetkez6: ham = k—2-reésm = k—1-
re igaz az allitas, akkor m = k-ra is. Tudjuk:

Tk—2 = QTk—2 + byr_2,

Th—1 = QT—1 + byg_1.

Azt is tudjuk, hogy:

Tk—2 = Tk—1qk + Tk-
Ezt atrendezve:
Ty = Tk—2 — Tk-19k

= (axk—2 + byx—2) — (axr—1 + byr_1)qx
= a(Tr—2 — qrTr—1) + b(Yr—2 — QrYr—1).

Ezzel az éllitast igazoltuk. Az 6sszes r,,, nevezetesen az utolso
r, = (a, b) is eldall ilyen alakban. Ezzel a tétel allitadsat belattuk.

Nagyon fontos megjegyezni, hogy az euklideszi algoritmus rend-
kivll gyors.

Ennek alapjat a kévetkezd feladat adja:
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3.20. FELADAT. Az eukleideszi algoritmussal megadott

r1,T2, ..., T, SZaMokra mindig fennall az
Ti—2
;i S ’
2
Osszefliggés.

A 3.20. feladat alapjan tetszdleges a és b egész szamokra, az
euklideszi algoritmus legfeljebb 2 log, |b| + 2 Iépésben véget ér.

Ezzel fejezetlink végére értink. Nem maradt mas hatra, mint a
fejezetben megadott feladatok megoldasanak ismertetése.

3.6. FELADAT MEGOLDASA.

Az vilagos, hogy 1, —1,¢ és —i egysegek G-ben, hiszen mind-
egyik osztdja az 1-nek:

1=1-1=(=1)-(=1) = - (—).

Most mar csak azt kell bizonyitanunk, hogy mas egység nincs G-
ben. Ehhez tegylk fel, hogy € egység G-ben. Ekkor

e | 1.

Azaz 36 € G, amelyre
e-0 = 1.

A komplex szamok konjugaltjat véve
-6 =1.
adodik. A fenti két egyenletet 6sszeszorozva pedig
le] - |d] = 1.
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lgy |e| = 1. Ha e = a + bi, akkor ez azt jelenti, hogy a? + b% = 1,
vagyis

a==21, b=0, vagy
a=0, b==+1.

igy € = a + bi valéban csak +1, +i lehet.
3.7. FELADAT MEGOLDASA.
(i): Az 1 4+ +/2 szam egység, hiszen 1 4+ +/2 | 1, mivel

(1+V2)(—1++2) =1.

(ii):  Ahhoz, hogy végtelen sok egység van elég belatni, hogy
(1 + +/2)" egység V n-re. Az biztos, hogy (1 + v/2)" eleme a
szamkdrnek, hiszen a binomialis tétel alapjan

n

a+var =Y () vo 3.5)

1=0

=a+ bV2

alakd, ahol a,b € Z. Valoban, (3.5)-ben (v/2)! € Z, ha i péaros.
Amennyiben 3 paratlan (1+/2)* = r;+/2, ahol r; € Z.

Hasonléan lathatd, hogy (1 — +/2)™ is eleme a szamkoérnek. Ek-
kor:

(1+v2)"(1—v2)" = (1+ V21 - v2)) = (1),
(1+V2)" | (-1)",
(1++vV2)" | 1.
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Vagyis (1 + v/2)™ egység.
3.16. FELADAT MEGOLDASA.

Két szamnak nincs legnagyobb kbzds osztdja, mert minden ko-
z0s osztonal talalhaté egy még nagyobb kbzds osztd. A 3.7. Feladat
megoldasa soran lattuk (1 + +/2)"™ egység, tehat Va, b € Z[/2]-re

1++vV2)"|a, ((1++V2)"]|b.

Vagyis (1 + +/2)" mindegyik (a,b) szampérra kozds osztd. De
n — oo esetén (1 + v/2)" — oo, vagyis a kdzds oszték minden
hataron tul ndnek, nincsen kozottik legnagyobb.

3.20. FELADAT MEGOLDASA.

Ti—2

, akkor valéban r; < r;_; < =2,

Kéteset: Har,_; < 5

Tri—2

Ha viszont r;,_; > , akkor nézzik az i-edik maradékos osz-

tast:

Ti—2 = T;—1q; + T,

Ti=Ti2 —Ti1q; < Ti—2 — Ti—1 < T2 — =

Hivatkozasok

[1] Eukleidész, Elements (Book IX), link vagy link.

[2] Fotd, ENIAC, link.
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4. Primek és Felbonthatatlanok

Eukleidész kdvetkezOképpen definidlta a primeket: p > 1 prim,
ha 1-n és p-n Kivll nincs mas pozitiv osztdja.

Ezutan ratérhetink Eukleidész |. tételének [1] bizonyitasara,
mely szerint, ha p prim és a,b egész szamok, akkor p | ab-bdl
kdvetkezik p | a vagy p | b.

2.6. TETEL BIZONYITASA. A fenti bizonyitas alapja az Eukleidészi

algoritmus. Tudjuk:

p | ab.

Ha p | a készen vagyunk. Ha p t a, akkor tekintsik p és a legna-
gyobb kdzds osztojat: (a, p)-t. Ekkor

(a,p) | p,

de p-nek két pozitiv osztéja van 1 és p. Ha (a, p) = p, akkor p | a,
de most p 1 a. igy
(a,p) = 1.

Az Eukleidészi algoritmusnal tanultuk (a, p) felirhat6é a és p linearis
kombinacibjaként (Id. 3.19. Tétel):

1= (aap) = ar + py,
ahol =,y € Z. Ezt az egyenletet b-vel szorozva:
b = abx + pby.

De itt p | ab és p | py, vagyis p | b. Ezzel Eukleidész I. tételét
belattuk.
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A modern szamelméletben azonban nem a klasszikus moé-
don definialjak a primeket, avégbdl, hogy megkullénbdztessik azt
a két tulajdonsagot, amirdl eddig sz6 volt, nevezetesen, hogy p-nek
egységen és 6nmaga asszocialtjan kival nincs osztoja illetve p | ab-
bdl kovetkezik p | a vagy p | b. Az alabbi két definicio tetszés
szerinti szamkdrben értelmezheto:

4.1. DEFINICI0. Az f O0-t6l és egységtél kilébnb6z6 szam
felbonthatatlan, ha f = ab esetén (ahol a és b eleme a szamkor-
nek) a vagy b mindig egység.

4.2. DEFINICI0. A p 0-t6l és egységtol kiilénbbzb szam prim, ha
p | ab esetén (ahol a és b eleme a szamkdrnek) mindig teljesil,
hogyp | a vagyp | b.

Eukleidész klasszikus definicidéja a felbonthatatlan szamokkal
van szinkronban.

4.3. TETEL. Ha egy szamkdérnek eleme az 1, akkor igaz az, hogy a
primszamok mind felbonthatatlanok is.

4.3. TETEL BIZONYITASA. TegyUk fel, hogy p prim. Bebizonyitjuk,

hogy p felbonthatatlan. Ehhez az kell, hogy p = ab esetén a vagy
b egység. Mivel 1 eleme a szamkdérnek, ekkor

p|ab

is teljesul. Mivel p prim, igy p | a vagy p | b. Szimmetrikus okokbdl
feltehetjiik p | a. Igy a = pa,. Azaz:

p = ab
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D = pagb
1= aob,

vagyis b | 1, igy b egység.

Tétellink a kovetkez0d abraval szemléltetheto:

Szamkor
Felbonthatatlanok 0.1

Eukleidész I. tétele szerint:

4.4. TETEL. A primek és felbonthatatlanok 7Z.-ben egybeesnek.

De Z-n kivil mas szamkoérok is vannak, ahol a két fogalom nem
esik egybe. PL.:

4.5. FELADAT. Az
S ={a+bV5: a,bc Z} szamkérben

a 2 felbonthatatlan, de nem prim.

Ennek bizonyitasa az olvasdnak szant HF. Segitségként annyit
adunk meg, hogy érdemes a norma fogalmat, és annak multiplikati-
vitasat hasznalni, ahol is N (a 4+ b+/5) = a® + 5b%. Az is igaz, hogy
a fenti szamkérben nem igaz a SzAT.
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Hivatkozasok

[1] Eukleidész, Elements (Book IX), link vagy link.
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5. Polinomok racionalis gyokei

Hogyan hatarozzuk meg egy egész egyitthatdés polinom racio-
nalis gyokeit?
Példaul a

6a;5—i—:c4—2a;3—f—6a:2—|—:c—2:0

egyenlet megoldasait keressiik. Erdemes megnézni, van-e raciona-
lis gyok. Legyen x = B, ahol (p, q) = 1. Ekkor
q

o(5) + (2) -2(5) o (5) +5-2m0 s
q q q q q
Azaz
6p° + p'q — 2p°q* + 6p°q® + pq* — 2¢° =0
Itt p a jobb és baloldalt is osztja, igen am, de a baloldalon minden
tag oszthatd p-vel kivéve 2q¢°-t. Mivel p az egész baloldalon allo kife-
jezést osztja, igy p | 2¢°. Hasonlé gondolatmenetet g-ra alkalmazva
kapjuk:
pl2¢°, q]e6p’
De (p, q) = 1 miatt:
pl2, q]6.

igy:
b € {_29_1a1a2}9 q S {_63 _39_2a_1a1a2a396}'

Végigprobalva az 6sszes esetet, latjuk, hogy
P 1 2

a racionalis megoldasok. Ezt az eljarast racionalis gydktesztnek is
nevezik.
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1 2
Kiemelve = — 5 T - 3 T + 1-et a kévetkezot is megkapjuk:

6:135—|—:B4—2:B3—|—6:132—|—:B—2

:6<az—%> <w+§> (x +1)(z? —x +1).

Befejezéskép polinomok maradékos osztasanak menetét ismer-
tetjiuk. Az osztandd polinom legmagasabb foku tagjat elosztjuk az
osztd polinom legmagasabb foku tagjaval. Majd visszaszorzunk és
kivonunk, egészen addig ismételve az eljarast, amig megkapjuk a
hanyadost és a maradékot. Az algoritmust az alabbi abraval szem-
|éltetjlk:

(63 — 22> +6x+3) : (x> —xz+1) =6x+4
6x® — 622 + 6x

4x?2 — 0x + 3
4x? — 4 + 4
4xr — 1.

Azaz

6x> —22x® +6x+3 = (2 — x4+ 1)(6x +4) + 4z — 1.
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6. Kongruenciak (alapok)

A kongruencidk ma is hasznalatos, kidolgozott elmélete Carl
Friedrich Gauss [2] nevéhez f(iz6dik

Magat a kongruencia fogalmat mar Christian Goldbach is ismer-
te, csak 6 Eulerhez irt levelében a = szimbdlum helyett a F jelet
hasznalta.

S6t, kdzvetve, kongruenciat hasznal a tdbb mint 2000 éves kinai
maradéktétel is, amelyet a jegyzet 13. fejezetében ismertetink.

6.1. DEFINICI10. Azt mondjuk:
a=b (mod m), (6.1)
ha az m-mel vett osztasi maradékuk ugyanaz. Mas szoval:
m | a—b.

Szdban kifejezve (6.1)-et: a kongruens b-vel modulo m.

Példa:
15

27 (mod 6),
de

16 # 27 (mod 6).
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A (mod 6) helyett lehet egyszerlien (6)-ot is irni.
El6fordul, hogy a vald életben is megjelennek a modulusok.

Tegylk fel, hogy egy eldéadas minden masodik napon van (be-
leértve a vasarnapot is), és az elsd eldadas hétfore esik. Melyik
eldadas lesz eldszér kedden?

Ha a széban forgé eléadas az « + 1-edik, akkor a
2¢ =1 (mod 7)

kongruenciat kell megoldanunk, megkeresni a legkisebb pozitiv
egész megoldast.

Ha nézzik az x = 1,2, 3, 4, ... eseteket, azt latjuk, a legkisebb
pozitiv egész megoldas az

r = 4.
igy az 6tddik eldadas esik keddre.
Eldfordulnak magasabb foku kongruenciék is, pl.

x?=1 (mod 8)

-nak négy megoldasa van:
r=1,3,57 (mod 8).

Néha akkor is hasznalunk kongruenciakat, ha a kongruencia két ol-
dalan nem egész szamok vannak. Pl.:

3
5 (mod 1),

2
vagy

—T =7 (mod 27).

Néhany elemi tulajdonsag:
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(i) a=b(m) = b=a(m)
(ii) a=b(m), b=c(m) = a=c(m)

(iii) a=a (m), b=b (m) = a+b=ad +b (m)
=—> ab = a'bt/ (m)

(iv) z,ye€Z
a=a (m)b=b (m) = xza+ yb=za +yb (Mm)

Ezeknek az alaptulajdonsagoknak a bizonyitasat az olvaséra biz-
zuk. Tovabba:

Ha p(a, b, c, .. .) egy tobbvaltozds egész egyltthatds polinom
a=ad (m),b=0b (m), c=c (m),...,
akkor

p(a,b,c,...) =p(d,b,c,...) (m).

Ezeket az alaptulajdonsagokat hasznalva mar ratérhetlink a ko-
vetkez0 feladat megoldasara:

2.25. FELADAT MEGOLDASA. Tegyuk fel, hogy van ilyen poli-

nom: f(x). Feltehetd, hogy f(x) féegyltthatdja pozitiv. Legyen
f(1) = q. Tudjuk, hogy q prim. Tekintsik az f(1 + tq) alaku
egész szdmokat. Ahogy t — oo tudjuk, hogy f(1 + tq) — oo,
mivel f(x) féegyUtthatéja pozitiv. Mivel f(1 + tq) mindig prim és
f(A+tq) = f(1) = q =0 (mod q) (azaz g | f(1 + tq)), ezért
f(1 + tq) csak 1=q lehet. De ez ellentmond f(1 + tq) — oo-nak.
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Lattuk, hogy kongruenciak esetében az dsszeadassal, kivonas-
sal, szorzassal ugyanugy banhatunk mint az egyenleteknél. Az osz-
tassal azonban lehetnek gondok! Példaul:

8 =20 (mod 6) /: 4.

De
2#£5 (mod 6).

Hogyan oszthatunk?

6.2. TETEL. Legyena,b,k € 7Z és k # 0. Ekkor:

ka = kb (mod m)
U
m
a=b (mod ).
(k,m)
Vagyis az el6z0 példat tekintve:
8 =20 (mod 6) : 4
6
2=5 (mod )
(6,4)
2=75 (mod 3)
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6.2. TETEL BIZONYITASA: Legyen (k,m) = d, k = kid és m =
md. Ekkor (kl,ml) =1. igy

ka = kb (m)

(3
m | ka — kb
0
k(a —b
kla—b) € Z
m
(3
k(a — b) _ kid(a — b) _ ki(a —b) ez,
m mqd my
de mivel (k1,m,)=1
a—>b
€ Z
m,
(3
my|a—>b
(3
a=b (modm)= (mod ).
(k, m)

6.3. DEFINiC10. Mod m teljes maradékrendszernek nevezziik azon
szamok halmazat, amelyeket ugy nyertink, hogy az 6sszes mod m
maradékosztalybol eqy €s csak egy reprezentans elemet valasz-
tunk.

Példa.

1, 16, 24, 37, 42, 59, 63, 75, 88, 1000 (10).
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6.4. TETEL. Adott egész szamok akkor és csak akkor alkotnak teljes
maradeékrendszert mod m, ha

a) szamuk m;

b) kézillik barmely két szam inkongruens mod m.

6.4. TETEL BIZONYITASA. A szikségesség nyilvanvalo.

Az elégségesség is azonnal adddik abbdl, hogy a b) tulajdon-
sag teljestlése maga utan vonja azt, hogy az adott szamok mind
mas-mas maradékosztalybdl valok. Az a) tulajdonsag miatt pedig,
az is vilagos, hogy valéban minden maradékosztalybdl van az adott
szamok kozo6tt reprezentans elem. Tehat teljes maradékrendszert
alkotnak.

Gyakran hasznéljuk a teljes maradékrendszerekre vonatkoz6
alabbi tételt.

6.5. TETEL. Legyen

T14T29 09Ty

telies maradékrendszer mod m. Legyen tovabba

(a,m) =1 és b tetszbleges.
Ekkor

ary +b, aro +b,..., ar,, + b
is telies maradékrendszer mod m.

6.5. TETEL BIZONYITASA. Mivel az Uj rendszer elemeinek szama is

m, tehat az el6z06 tétel alapjan csak azt kell még bizonyitani, hogy
paronként inkongruensek mod m.
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Ez fennall, ha ugyanis az allitassal ellentétben volna koéztik két
kongruens szam mod m, pl.

ari +b=ar; +0b (m),

akkor
ar; = ar; (m)
. m
= ((a, m))
i =T; (m)
kévetkezne, ami ellentmond annak, hogy az rq,rs, ..., r,, szamok

mod m teljes maradékrendszert alkotnak.

(Megjegyezzlk, hogy a tétel (a, m) # 1 esetén nem érvényes.)
6.6. DEFINiCI6. Az (a) maradékosztalyt mod m redukalt maradék-
osztalynak nevezziik, ha

(a,m) = 1.

6.7. DEFINiC10. Mod m redukalt maradékrendszernek nevezziik a
szamok olyan halmazat, amelyet ugy nyertnk, hogy egy €s csak eqy
reprezentanst valasztunk a mod m redukalt maradékosztalyokbdl.

Példa: Mod 30 redukalt maradékrendszer:

1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

6.8. DEFINiCIO. A mod m redukalt maradékrendszer elemeinek
szamat p(m)-mel jeldljik.
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Ezzel ekvivalens definicid a kovetkezo:

6.9. DEFINiC10. Az m-nél nem nagyobb, m-hez relativ prim pozitiv
egeszek szama: p(m).

Példa: (30) = 8.

6.10. TETEL. Ha az n pozitiv egész primtényezbs felbontasa n —=

(2 puNe?)

py'py° ... por, akkor

a2 (o212

Az altalanos képlet és a definicié alapjan is kénnyen lathato,
hogy ha p prim, akkor ¢(p) = p — 1, illetve p(p*) = p* — p*~ 1,
haa € ZT.

6.10. TETEL BIZONYITASA. A 17. fejezetben bizonyitjuk.

Példa:

6.11. TETEL. Adott szamok akkor és csak akkor alkotnak redukalt
maradékrendszert mod m, ha

a) szamuk p(m),
b) kézillik barmely két szam inkongruens mod m,
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¢) mindannyian relativ primek m-hez.
6.11. TETEL BIZONYIiTASA. A szlkségesség nyilvanvalé. Az elég-

ségesseg kdvetkezik abbdl, hogy b) alapjan minden szam mas ma-
radékosztalyhoz tartozik (tehat minden maradékosztalybdl legfel-
jebb egy elemet véalasztottunk ki), tovabba csak redukalt maradék-
osztalybdl vannak elemek c) miatt.

Mivel a halmaz elemszama pont ¢(m), ez csak ugy lehet, ha
minden redukalt maradékosztalybdl pontosan egy elemet valasz-
tunk ki, tehat ekkor ezek a szamok valéban redukalt maradékrend-
szert alkotnak mod m.

6.12. TETEL. Ha r1,72,...,7,m) Mod m redukalt maradekrend-
szer, tovabba (a, m) = 1, akkor az

AT1,QAT24 ¢ « o o CL’I"<p(m)

is redukalt maradékrendszer mod m.

6.12. TETEL BIZONYIiTASA. A rendszer elemeinek szama nyilvan

p(m), paronként inkongruensek mod m, ugyanis ha
ar; = ar; (m),
akkor (a,m) = 1 miatt
T =T (m)
kdvetkezne, ami ellentmond a feltételeknek. Tovabba

(r;{ym) =1 és (a,m) =1
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miatt

(ar;;m) =1 (1=1,2,...,p(m)).

Ezzel a bizonyitast teljes egészében befejeztik.

Ezutan ratérhetlink a szamelmélet egyik legnevezetesebb tételé-
nek ismertetésére:

6.13. TETEL. (Euler-Fermat) Legyen
(a,m) = 1.

Ekkor

a?™ =1 (m).

A tétel specialis esete, a kis-Fermat tétel eredete 1640-ig nyulik
vissza, amikor is Fermat bizonyitas nélkil megfogalmazta primekre
vonatkozo allitasat. Euler 1736-ban bizonyitotta be tételét [1].

Euler 14 éves koratdl teoldgiat tanult, apja lelkésznek szanta. De
Eulert a matematika sokkal jobban érdekelte. Maganuton, kdnyvek-
bdl tanult. Johann Bernoulli gydzte meg Euler apjat, hogy fidbdl
neves matematikus lehet.
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6.13. TETEL BIZONYITASA. Legyen

T15T2s ¢« s T(m) (6.2)

redukalt maradékrendszer mod m. Ekkor (a, m) = 1 miatt, a 6.12.
tételt hasznalva

ari, ATz, ..., ATy(m) (6.3)

is redukalt maradékrendszer lesz mod m. igy (6.2)-ben és (6.3)-
ban az elemek szorzata kongruens modulo m, azaz

TIT2 « o« To(m) = a?™pir, ... T (m) (m)
adodik.

Mivel (r;, m) = 1, az 6sszes r;-vel lehet egyszerUsiteni, és igy
azt nyerjuk, hogy

a?™ =1 (m),

amivel az allitdsunkat bebizonyitottuk.
FONTOS: A tételben (a,m) = 1!

Amikor az m prim és p(m) = ¢(p) = p — 1, akkor a tétel
specialis esete a kis-Fermat tétel.

6.14. TETEL. (kis Fermat-tétel) Ha

(a,p) =1,

akkor
a’ =1 (p).
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A kis Fermat-tételt

a’? =a (mod p)
alakban is szokas kimondani, ahol a tetszéleges természetes szam.

Az Euler-Fermat-tétel és a kis-Fermat-tétel szamtalan bizonyi-
tasban, feladatban szerepel.

Lassunk egy példat, amely a mar széba kerilt ,Primképletek”
témakorh6z kapcsolodik.
6.15. TETEL. Legyen P egy tébb- (k-valtozds) egész egylitthatos
polinom, és definialjuk az f fliiggvenyt
f(n) = P(n,2",3",...,k")

képlettel. Amennyiben f(n) — oo, han — oo, akkor f(n) fligg-
vény vegtelen sok egész n értékre dsszetett.

6.16. MEGJEGYZES. /it valoban szlikséges az f(n) — oo feltétel.
Gondoljunk arra az esetre, amikor

f(n) = 2" . 3" — 6" + 5.

Bizonyitas: TegyUk fel, hogy az allitas nem igaz, és 3 N kiiszdbér-
ték, hogy
n > No

esetén f(n) mindig primszam.
Legyen n olyan, hogy

f(n) = p, ahol p prim, és p > k.
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TekintsUk azokat az m-eket, amelyek felirhatok
m=n+tp(p—1)
alakban, ahol t egész szam. Nyilvan
t — oo esetén f(n + tp(p — 1)) — oo.

Ekkor

3
Il
S

(mod p).
Masrészt
om — on+ip(p—1) _ on  otp(p—1)
=2"@rh)r=2". 1" = 2" (mod p)

a kis Fermat-tétel miatt. Hasonld6an

3" =3" (mod p),
4™ = 4" (mod p),
K™ = K" (mod p).

Itt mindig azt hasznaltuk 2 < a < k esetén:
a’ =1 (mod p).

Ehhez szikséges feltétel (a, p) = 1, ami azértigaz, mert 2 < a <
k < p. Vagyis

n=m,2"=2",3"=3",..., k" =k™ (mod p).
Azaz

P(n,2",3"...,k") = P(m,2™,3™,...,k™) (mod p)
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f(n) = f(m) (mod p).
De f(n) = p,azaz 0 = f(n) (mod p). Vagyis

0= f(m) mod p
p| f(m).

Amennyiben m = n + tp(p — 1) > Ny f(m) prim,de p | f(m)
miatt ez csak ugy lehet, ha

f(m) = *p,
viszont t — oo esetén
f(m) = f(n+tp(p—1)) — oo,

ellentmondas.

Hivatkozasok

[1] Leonhard Euler (presented: August 2, 1736; published: 1741)
"Theorematum quorundam ad numeros primos spectantium
demonstratio” (A proof of certain theorems regarding prime
numbers), Commentarii academiae scientiarum Petropolita-
nae, 8 : 141-146.

[2] Carl Gauss, Disquisitiones Arithmeticae 1798, link.

[38] Fotd, Leonard Euler, (Emanuel Handmann festménye 1752),
link.

[4] Fotd, Gauss portréja (Gottlieb Biermann, 1887), link.
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7. Modularis hatvanyozas

Példa. Hatarozzuk meg 233! 17-es maradékat!

Nézzik a szamolas menetét. A kis-Fermat tétel miatt:
210 =1 (17).
fgy:
2100 =1 (17) 23 =1(17).

Tovabba:
2331 — 2320 . 211 = 211 (17).
irjuk fel a 22" alak hatvanyok 17-es maradékat egy tablazatban.

Az elkészités soran minden rubrikdnal az eld6z6t négyzetre emeljlk,
majd redukaljuk mod 17:

Hatvany‘1‘21‘ ‘ ‘
mod17 [1|2 | 4 |-1|1

Majd 211-ben a kitevét kettbhatvanyok 6sszegeként felirva kapjuk
a kovetkezot:

2t =282+l =928 .22. 21 —1.4.2=8 (17).
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8. Linearis kongruencia

Linedris kongruenciakkal sokoldalu alkalmazhat6saga miatt mar
az Okori Indiaban is foglalkoztak (pl. csillagaszatban az égites-
tek mozgasanak kiszamolasa soran). A fejezet elsd részében szé
lesz arrél, hogy a ¢ segitségével, hogyan oldhaté meg a linea-
ris kongruencia. Majd ratérink Brahmagupta (598-668) indiai ma-
tematikus modszerére, amely az elébbinél Iényegesen gyorsabb.
Brahmagupta-rél érdemes még megjegyezni, hogy 6 vezette be a
nulla hasznalatat, és ismertette a negativ szamokkal valé mivelete-
ket is. Az aldbbi kép hindu csillagaszt abrazol:

El6szor a linearis kongruencia megoldhatdésagrél szolé tételt is-
mertetjuk:

8.1. TETEL. Az
ar =b (m)

kongruencia megoldhatosaganak sziikséges €s elégséges feltétele
az
(a,m) | b.

A megoldasok szama (megoldhatésag eseten) (a, m).
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A tételben a megoldasok szamat mindig az eredeti modulus sze-
rint értjik.

8.1. TETEL BIZONYITASA.

a) Szukségesseég: TegyUk fel, hogy van olyan xy, amely megoldasa
a kongruencianak, vagyis

axrg=b (m).

Ekkor

m | axg — b,

tehat létezik olyan yo egész szam, hogy

axryg — b = myy,

vagyis
axryg — myg = b.
De
(a,m) | a, (a,m) | m,
tehat
(a,m) | axg — myy = b
is teljesdil.

b) Elégségesséq:
Jeldljik a és m legnagyobb kdzds osztéjat d-vel. igy feltétellink
szerint
d| b,

vagyis
b= db
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alaku. Mivel

d = (a,m),

ezért a 3.19. Tételt alkalmazva lathatd, hogy Iéteznek olyan x* és
y* egészek, melyekre

d = ax™ + my*.

lgy
b = (ax™ + my*)b'.
Vagyis
m | b— ab'x*,
azaz

a(b'z*) = b (m)
kovetkezik. Ezzel bebizonyitottuk, kongruenciankat az
x = x*b’ (m)
szam kielégiti, tehat a kongruenciank megoldhaté.

c) A megoldasok szama:
Tegyuk fel, hogy kongruenciank megoldhaté, vagyis (a,m) = d
jeldléssel
d|b.

Ekkor
a=add, m=m/d, b="bd és (a/,m') =1
teljestl. gy a kongruencia

a'de =b'd (mod m'd) (8.1)

83



alakra hozhatd. Itt d-vel egyszerisitve
ax="b (mod m’). (8.2)
Vagyis (8.1) 6sszes megoldasa a (8.2) megoldasai kézul kerdl ki.

Megmutatjuk, hogy (8.2)-nek mod m’ pontosan 1 megoldasa
van. (Azt, hogy van megoldasa, az eldbbiekbdl tudjuk.)

Legyen ri,72,...,7 teljes maradékrendszer. Ekkor
a'ri,a’ry,...,a'r, is telies maradékrendszer (Id. 6.12. té-
tel). Tehat az r»; szamok kdzo6tt pontosan 1 van, amelyre

a'r; =b (m/).
Azaz az eredeti (8.1) kongruencia megoldasai az
=17+ km’ (k =0,%1,+2,...)
szamok k6zul kertlhetnek ki. Nyilvan minden
x=r;,+km’

alaku szam megoldasa (8.1)-nek, hiszen (8.1) ekvivalens (8.2)-vel.
Azonban az

x =r; + km' (k=0,%1,%2,...)

m

alakd szamok koz6tt — = d = (a, m) inkongruens van modulo
m

m. Ugyanis

r; + kim' = r; + kam/’ (m)

T

kim' = kom/ (m)
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Ezzel a megoldasok szamara vonatkoz¢ allitast is igazoltuk.

8.1. Linearis kongruencia megoldasa ,-vel

A lineéris kongruencia megoldasara a legkdnnyebben megje-
gyezhetd modszer az aldbbi:

8.2. TETEL. Legyen (a,m) = 1. Ekkor az
ar =b (mod m)
kongruencia egyetlen megoldasa

x = a*™~1p (mod m).

8.2. TETEL BIZONYITASA. Az €el6z0 tételt alkalmazva adodik, hogy
pontosan egy megoldas van modulo m. Ez az egy megoldas pedig
z=a*™"1b (mod m),

ugyanis ekkor

ar = a*™b (mod m). (8.3)
Az Euler—Fermat-tétel szerint

a?™ =1 (mod m),
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ezt (8.3)-mal 6sszevetve

ar =b (mod m)
adodik.
Példa: Oldjuk meg a

21x = 14 (35)
kongruenciat!

Mivel (21,35) = 7 | 14, a kongruencia megoldhatd, és 7 inkong-
ruens megoldasa van mod 35. A kongruenciat 7-tel egyszerisitve

=2 ((7,3 25))

3z =2 (5)

adddik, amelyben mar (3, 5) = 1. Ennek a kongruencianak egyet-
len megoldasa
@y = 39712 (5),

vagyis
xo = 3.2 (5),

tehat
g =4 (5).

Tehat az eredeti kongruencia megoldasai:

r=4,9, 14, 19, 24, 29, 34 (35).
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8.2. Linearis kongruencia megoldasa eukleidészi al-

goritmussal

Az alabbiakban Brahmagupta mddszerét ismertetjik, de a mo-
dern terminologiat kévetve. Brahmagupta mddszerét Diophantosz
munkajat folytatva vezette le.

Tekintslk az
ar =b (mod m) (8.4)

kongruenciat, ahol (a, m) = 1.

Ha (a, m) = 1, akkor létezik egy mod m egyértelmiien megha-
tarozott a* vagy a—! elem, amelyre

aa* =1 (mod m).
Erre az a*-ra teljesul:
a* = a*m-1 (mod m),

de a* az eukleidészi algoritmussal is meghatarozhat6. Ezt fogjuk
most megtanulni. . .

Ha egyszer a*-ot meghataroztuk, akkor (8.4)-et a*-gal szorozva
a kdvetkezot kapjuk:

ar =b (mod m) /-a*
aa*x = ba”* (mod m)
x = ba”* (mod m).

Ez megadja a linearis kongruencia megoldasat.

irjuk fel a-ra és m-re az eukleidészi algoritmust:
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a = qgm + rq, ahol0 < 7 < |m|,
m = qa7r1 + T2, ahol 0 < ry < 7y,

1 = T2q3 + T3, ahol 0 < ry < rs3,

Th—2 = Tn_1qn + Tn, ahol 0 < Tn < Tn—1s
Tn—1 = TnQn+1 (’rn—{—l — 0)-
Lattuk V r; felirhatd »; = ax; + my; alakban, ezek az x;, y;-k

rekurzivan adoédnak az eukleidészi algoritmus |épéseinek atrende-
zésevel (Id. 3.19. Tétel bizonyitasa). Azaz

1= (a,m)=r, =ax, +my,,
axr, + my, =1 (mod m)
ar, =1 (mod m)
Vagyis x,-nek m-mel vett osztasi maradéka megadja a*-ot.

Brahmagupta médszere azért jéval gyorsabb mint a ¢-re éplild
mddszer, mert nem szikséges faktorizaciés algoritmusokat hasz-
nalni (ami a ¢ kiszamitasdhoz nélkllézhetetlen). A modszer az
eukleideszi algoritmusra alapozédik, amely nagyon gyors: ha m a
modulus az algoritmus kevesebb mint 3 log,, m |Iépésben véget ér.

Hivatkozasok

[1] "The Hindoos" vol. Il; The Library of Entertaining Knowledge
(1835), facing page 318, link.

[2] Veronica Mate, Ancient India: Linear Congruences, link.
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9. Linearis Diofantikus egyenletek

Diofantikus (vagy diofantoszi) egyenletnek altaldban olyan egész
egyutthatés algebrai egyenletet nevezilink, melynek a megoldasait
az egész szamok kdrében, vagy esetleg a racionalis szamok koré-
ben keressuk.

Egy tébbismeretlenes magasabb-fokl egyenlet 6sszes egész
megoldasait megkeresni altalaban nehéz feladat, de bizonyos spe-
cidlis esetekben, azonban mégis kbnnyen megtalalhatjuk a megol-
dasokat.

Diophantosz koranak hires probléma megolddja volt, de a dio-
fantikus egyenletek esetében 6 is legtébbszér csak arra szoritkozott,
hogy felirta az egyenletet, és mutatott hozza egy egész megoldast.

Egy okori feladvany Diophantosz sirfelirata is, amelynek megfej-
tését az olvasora bizzuk:

LAz istenek kegyelmébdl élete egyhatodat gyermekként téltotte.
Eltelt eletenek méeg egytizenketted resze, e€s kiserkent szakalla. To-
vabbi hetedrész multan eskiivéi gyertydi égtek. Ot évvel a lakoda-
lom utan fia szliletett, de 0, jaj! A késén sziiletett, gyenge gyermeket
elragadta a kegyetlen sors, alighogy apja életének felét leélte. Gya-
sz0l6 apja a szamelméletben keresett vigaszt, am négy ev mulva az
0 élete is véget ért.”
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Példa. Oldjuk meg a
43z + 25y = 98 (9.1)

linearis diofantikus egyenletet. Azaz hatarozzuk meg az 6sszes x
és y egesz szamot, amelyre (9.1) fennall.

Linearis diofantoszi egyenletek megoldasa tébbféleképpen is tor-
ténhet, azonban mieldtt ratérnénk a leggyorsabb altalanos méodszer
ismertetésére, lassuk elébb példank egy lehetséges megoldasat:
Ha

43x + 25y = 98,

akkor

43x = 98 (mod 25),
18x =23 (mod 25).

A linearis kongruenciat megoldva kapjuk:
x =11 (mod 25).

Vagyis a lineéris diofantikus egyenlet 6sszes megoldasai az x =
11 + 25t alakl szamok kozott keresenddk. Ekkor:

43 (11 + 25t) + 25y = 98
473 + 43 - 25t + 25y = 98
25y = —375 — 43 - 25t
y = —15 — 43t.

Tehat az 6sszes megoldas * = 11 + 25t, y = —15 — 43t, ahol ¢
egész szam.

Linearis kongruenciank altalanos megoldasara a kévetkezd tétel
vonatkozik.
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9.1. TETEL. Legyenek a, b és c régzitett egész szamok, ahol a és
b kéziil legalabb az egyik nem nulla, és tekintsik az

axr + by = c
diofantikus egyenletet.

(i) Az egyenlet akkor €s csak akkor oldhato meg, ha (a,b) | c.

(i) Megoldhatosag eseten vegtelen sok megoldas van. Ha x, yo
egy régzitett megoldas, akkor az 6sszes x’, y' megoldast az
alabbi keplet szolgaltatja:

a

(a,b) ’

x' =z +t Yy =yo—t

b
(a, b),
aholt =0,+1,+2,...

(iii) Az egyenlet egy megoldasat az eukleidészi algoritmussal kap-
Juk meg.

9.1. TETEL BIZONYITASA.

(i) Ha 3 megoldas, akkor (a, b) | c: Legyen xq, yo €gy megoldas.
Ekkor:
axg + by, = c.

Vagyis:
(a,b) | a, b, axg, byy, c.

Ha (a,b) | ¢, akkor 3 megoldas: Legyen ¢ = (a, b)cy. Az euk-
leidészi algoritmussal talalhaté =* és y* (Id. 3.19. Tétel), amelyre
(a,b) = ax™ + by* / - co
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(a,b)cyp = a(x*cp) + b(y*co)
c = a(x*cy) + b(y*cop).

Azaz xog = x*cy, yo = y*co megoldas. Ez egyuttal a tétel (iii) részét

is igazolja.
(i) Legyen x’, y’ egy megoldas, és xq, yo egy rogzitett megoldas.

ar’ +by =c (= axo + byo)
ax’ + by’ = axo + byo
a(z’ — o) = b(yo — y')

(@ o) = —(yo— ¥) (9.2)

(a,b) (a,b)

Ekkor:
a b

(a,6) | (a,b)

o ((a?b)’ (a?b)) = 1 matt

(Yo —¥')-

a

(a,b)

/

Iyo—y-

Vagyis dt € Z
a
/
—_ = 71;,
Yo — Y (a, b)
a

y,:yo—

t.
(a,b)
Ezt (9.2)-be irva

a b a

@)™ ") = @) b))
b

t.

x =xo+

(a,b)

Ezzel a tétel allitasat igazoltuk.
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A linearis diofantikus egyenletek elmélete kiterjeszthetd tébb is-
meretlenre is. igy példaul a megoldhatésagra vonatkozé tétel ana-
logonja a kdvetkezo:

9.2. TETEL. Az
aixry +asxrs+ ... +a,r, =c

linearis diofantikus egyenlet akkor és csak akkor oldhato meg, ha

(al,az,...,an) | C.

Ezt a tételt nem bizonyitjuk.

Hivatkozasok

[1] Fotd, Diophantosz, Matematikus, 210 - 290 B.C., Alexandria,
link.
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10. Racionalis, Irracionalis?

Altalaban Hippaszosznak, Piithagorasz egyik tanitvanyanak tu-
lajdonitjak az irracionalis szamok felfedezését azéltal, hogy meg-
adta az elsd (talan geometriai) bizonyitast a +/2 irracionalitasara.
A legenda szerint Plthagorasz nem tudta elfogadni az irraciona-
lis szamok |étezését, ezért Hippaszoszt fulladasos halalra itélte.
De van olyan térténet is, amely szerint Hippaszoszt megfojtottak
Plthagorasz tanitvanyai, vagy az is lehet, hogy csak egyszerien
kizartak a csoportjukbal.

10.1. TETEL. A /2 irraciondlis.

10.1. TETEL BIZONYITASA. A bizonyitashoz nem szikséges hasz-

nalni a SzAT-t. Indirekten bizonyitunk. Tegy(ik fel, hogy +/2 raciona-

lis. Azaz:
\@:% ahol (a,b) = 1
V2b=a
2b% = a?

Vagyis a? paros. Ekkor a nem lehet paratlan, ugyanis egy a péaratlan
szam négyzete is paratlan. Tehat a paros.

a = 2ay
2b% = (2ap)® = 4a,?
b2 = 2CL02

igy b is paros, azaz 2 | (a, b), ami ellentmond (a, b) = 1-nek.
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Hasonldan, de a SzAT-nek felhasznalasaval kbnnyen igazolhato-
ak az aldbbiak is:

10.2. TETEL. Ha N nem m-edik hatvany, v/ N irracionalis.

10.3. TETEL. log,, 2 irracionalis.

A fenti két tétel bizonyitasat az olvaséra bizzuk. A kévetkezd
konstansokrol is tudjuk, hogy irracionalis:

e, T, e‘/i, e‘/g, e‘ﬁ, 63‘/5, ...,p(e),p(m)

ahol p # ¢, p € Q[x].
Mostanaban:

e”, 2‘/5, e”‘@, e"+m,...

Bizonyitatlan:

2¢, €, 71"/5, e+

vagy az Euler-konstans.
Az érdeklddd olvasok a kapcsoldédd Wikipédia oldalon [3] olvas-
hatnak tovabbi eredményekrol.

Elemileg és viszonylag kdnnyen bizonyithat6 az e irracionalitasa.
Az alabbi szép bizonyitas Fouriertdl [1] szarmazik.

10.4. TETEL. Az e irraciondlis.

10.4. TETEL BIZONYITASA.

B 1 1 1
6_1+ﬁ+5+§+“.
Tegyik fel, e racionalis.
e = %, ahol (a,b) =1.
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Legyen k > b. Ekkor k!e egész szam. De:

KOk K k! k! k!
Ke= (K4 — 4424 42 .
© <'+u+m+3ﬁ' +m>+m+nf+w+mfk

kle = A+ B,

ahol A =k!+ 5+ 52 4+ 54 4 & egész szam, B-re pedig

k! k!

B: )
TEENRR D
1 1 1

k:+1+(k:-|—1)(k:-|—2)+(k:-|—1)(k:-|—2)(k:-|—3)+"'

1 1 1
< - - +oe
(k+1) " (k+1)2 " (k+1)3
1

R

kle= A+ B
NSON
i 1
egész =
ami ellentmondas.

A 7 irracionalitasat az 1760-as években Johann Heinrich Lam-
bert bizonyitotta, aki koranak neves polihisztora volt. Bar 12 éve-
sen otthagyta az iskolat, 6nerdbdl tovabb tanult, és késdbb a Porosz
Akadémia tagja lett. Az alabbiakban egy szkennelt formulat latha-
tunk Lambert bizonyitasabdl:

rang (%) = E—: i) .

jo—9p
P,
70— 0D
gw — &,

96



A 7 irracionalitasanak egy bizonyitasat miis ismertetjik, sot, picit
tobbet igazolunk, nevezetesen, hogy =2 irracionalis. Ez a bizonyitas
Niventdl [2] szarmazik.

10.5. TETEL. 72 irraciondlis.

10.6. KOVETKEZMENY. 7 irracionalis.

10.5. TETEL BIZONYITASA.

Eldkésziletek:
Legyen n pozitiv egész.

n.
1 2n
= > cma™,
ahol ¢,,, egész szam.
Ekkor 0 < « < 1 esetén
1
0< f(x) < —
n!

Tudjuk: £(0) = 0 és f(™)(0) = 0, ha m < n vagy m > 2n.

De ha
n < m < 2n,

akkor :
f(m)(O) — ﬁcm € 7,
n!

igy f derivaltjai 0-nal egészek. Ugyanez igaz 1-re is, mert

f(1—z) = f(=).
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Tegy(k fel, hogy =2 racionalis:
w2 = — a,beZ* (a,b) =1,

Legyen:

def

G(z) = b" {m*"f(x) — «*" 2" (x) + 71 f D (2) — ...
+ (1) (@) |

j

De % = %, igy 0 < j < n esetén b"m? egész szam.

Vagyis G(0) és G(1) egész szam.

Nézzik a kovetkez6 derivaltat:

—{G'(z) sinmx — wG(x) cos mx}
dx

= {G"(z) + 7r2g(:c)} sin T
= {b"n*" P f(x)} sinmx
= m?a" f(x) sin .

Ebbdl adoddan:

1

™ / a" sin(wex) f(x)dx =

0

1

— G(x) cosmx
0

G'(x) sinmx

=G(0)+9(1)
egész szam.
De 0 < f(x) < 3, ha0 < = < 1 miatt

n

1
mwa
0< ﬂ/a" sin(7x) f(x)dx < <1
n! 0
0
ha n elegendden nagy.
Ezzel ellentmondasra jutottunk, és belattuk a tétel allitasat.
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11. Pitagoraszi szamharmasok

Az okorban Krotdn varosdban Plthagorasz vezetésével egy hi-
res filozéfiai iskola és tarsasag j6tt Iétre. A Pitagoraszi iskola szigoru
életelvekhez kdtddott, pl. vegetarianizmus, mi tdbb szigoru felvételi
rendszerrel is rendelkezett, s amely egyszerre volt matematikai is-
kola és misztériumvallasi iskola is. Férfiakat és ndket egyarant szi-
vesen lattak.

Pitagorasz tétele szerint, ha a és b egy derékszdgll haromszog
befogdi és ¢ az atfogoja, akkor

a’> + b? = 2.

A tétel neve utan kaptak elnevezésulket a pitagoraszi szamharma-
sok, amelyek olyan a, b és c pozitiv egész szamok, amelyre

a’+ b® = 2.

Ekkor ugyanis, az a, b, c egész szamokhoz tartozik egy egész oldalu
deréksz6gll haromszdg.
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2 2
c=a+b

a

A legrégebbi emléklnk pitagoraszi szamharmasokrél a Plimpton
322-es babiloni kbétabla, amely i.e. 1800 koril keletkezett. Errdl
a kotablardl a jegyzet elején kdzoltlink képet. A pitagoraszi szam-
harmasok az elsé és egyben egyik legrégebbi példa nem linearis
diofantikus egyenletekre.

Minden pitagoraszi szamharmas visszavezethetd egy olyan eset-
re, amikor a haromsz6g oldalait alkoté egész szamok paronként re-
lativ primek. Legyen ugyanis

a’? 4+ b? = 2, (11.1)
és jeldlje d az a, b és c szamok legnagyobb kézds osztdjat. Ekkor:
a = dag, b = dby, ¢ = dcy,

ahol (ag, by, co) = 1. A (11.1) egyenletet d?-tel leosztva kapjuk,
hogy

a(z) + b(2] = c(z).
A fentiek alapjan egy Uj elnevezést vezetink be, az a, b, ¢ pozitiv
egészekbdl allé szamharmas primitiv pitagoraszi szamharmas, ha
(a,b,c) = 16ésa’®+ b*> = c>.

Ha a,b,c primitiv pitagoraszi szamharmas, akkor (a,b) =
(a,c) = (b,c) = 1 is teljestl. Ugyanis, tegytk fel, hogy pl.
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(a,b) > 1. Ekkor a-nak és b-nek létezik egy kdzds p primosztd-
ja.

Vagyis p | aésp | b. De a® +b*> = ¢® miatt p | 2.
Ekkor azonban p | c is teljesil. Tehat p | (a,b,c), viszont
(a, b, c) = 1, igy ellentmondasra jutottunk. Hasonléan bizonyithato,
hogy (a,c) = (b,c) = 1.

Tudjuk, hogy 1 és 100 k6z6tt 16 primitiv pitagoraszi szamharmas
van. Ezek:

(3, 4, 5) (5,12,13) (8, 15,17) (7, 24, 25)
(20, 21,29) (12,35,37) (9,40, 41) (28, 45, 53)
(11, 60, 61) (16, 63, 65) (33, 56, 65) (48, 55, 73)
(13, 84, 85) (36, 77, 85) (39, 80, 89) (65, 72, 97)

A pitagoraszi szdmharmasoknak van egy paraméteres alakja.
Eldszér lassuk a primitiv pitagoraszi szamharmasokra vonatkozo6 té-
telt:

11.1. TETEL. Legyen a, b, c primitiv pitagoraszi szamharmas, azaz
a,b,c € ZT

a2—i—b2=c2

(a,b,c) = 1.
Ekkor3u,v € ZT, u > v, (u,v) = 1,u Z v (mod 2), hogy

a=u?—v% b=2uv, c=u®+v%

vagy forditva

a = 2uv, b=1u?—1v% c=u®+ %
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11.1. TETEL BIZONYIiTASA. Azt mar lattuk, hogy (a,b,c) = 1 és
a? 4+ b? = c¢? esetén
(a,b) = (a,c) = (b,c) =1

is teljesdl.

Vagyis a és b nem lehet egyszerre paros, mert ekkor

1 = (a,b) = péaros > 2 teljesllne. 4
Ha a és b mindkettd paratlan, akkor
a’?=b*=1 (mod 4),

mivel
(2k +1)> =4k®* 4+ 4k +1=1 (mod 4).
De haa®? = b*> =1 (mod 4), akkor

=a’+b*=2 (mod 4).

Vagyis c¢? paros = c paros = c¢? 4-gyel oszthatdé = c* = 0 (4),
ami ellentmond ¢? = 2 (mod 4)-nek.

Azaz a és b kbzll az egyik paros, a masik paratlan. Feltehetd, hogy
b paros és a paratlan. Ekkor c is paratlan (a? + b? = ¢? miatt), igy

b2 = 2 — g2

<b)2_c—a c+a
2/ 2 2’

cC—a c+ a

€ 2.

ahol b =/
2 )

Legyen




c—a c+a
d‘ , = d | ,
2 2 2 2 2 2
d‘(c,a)zl

NS

relativ primek, ami csak ugy lehet, ha négyzetszamok:

b 2
Ha egy p prim <§> -ben 2« kitevovel szerepel.

b 2 2
(5) = ... p e e

7\
c—a c+ a
2 2
nem oszt- p3?*-val

haté p-vel oszthaté

vagy
p?*-val nem oszt-
oszthato hat6 p-vel
c—a ., c+a ) ) , T , ‘
-ben és -ben is minden prim kitevoje paros. Igy:
C— a C a
= ’02, + = ’u,z,
2 2

ahol u és v pozitiv egészek és v < w. Ekkor 1
c—a c+a
< 5 ) = (u?,v?) = (u,v) =1
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a = — =u —v
2 2
c+a c — 9 9
Cc = =u“+v
2 * 2
b\ 2 c—a c
) _ ) +a:u2v2
2 2 2
12
b
— = uv
2
b = 2uv

Mivel a paratlan és a = u? — v?, u és v paritdsa nem lehet
azonos. Ezzel a tétel allitaséat belattuk.

Mivel minden pitagoraszi szamharmas egy primitiv pitagoraszi
szamharmas t0bbszérdse, ezért altalaban az alabbi igaz:

11.2. TETEL. Legyen a,b,c pitagoraszi szamharmas. Ekkor
Jt,u,v € ZT, melyekre u > v, (u,v) =1, u Z v (2) és

a = (u? — v?)t, b = 2uvt, c = (u? + v?)t,

vagy

a = 2uvt, b= (u® — v)t, c = (u® + v?)t.

Hivatkozasok

[1] Pitagorasz, Roman copy of a Greek original from the 2nd-1st
century BC, Photo by Szilas, 2013-03-04.
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12. Nagy Fermat-tétel

A matematikanak minden bizonnyal egyik legrégebbi, ma mar
megoldott sejtése az un. Fermat-sejtés (késdbbi nevén nagy Fermat
tétel). A fejezet alapja a kapcsoléddd Wikipedia oldal [2] lerdviditett
valtozata.

A sejtés legelsd forrasanak eredete a homalyba vész... Vélhe-
téen a 17. szazad egy kedvelt problémaja volt, a sejtés mai elne-
vezése Pierre de Fermat nevi fiatal francia matematikus (polgari
foglalkozasat tekintve jogasz) nevéhez flizodik.

Fermat éppen Diophantosz Arithmeticae cim mivét olvasgatta,
amikor is ugy gondolta megtalalta a sejtés bizonyitasat, és ennek
drémére a kdvetkez6t irta a kbdnyv margdjara:

,Cubum autem in duos cubos, aut quadratoquadratum in duos
quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadra-
tum potestatem in duos eiusdem nominis fas est dividere cuius rei
demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas

non caperet.”
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Azaz:

"Lehetetlen egy kbébszamot felirni két kdbszam 06sszegeként,
vagy egy negyedik hatvanyt felirni két negyedik hatvany 6sszege-
ként, altalaban lehetetlen barmely magasabb hatvanyt felirni két
ugyanolyan hatvany dsszegeként igazan csodalatos bizonyitast ta-
laltam erre a tételre. A marg6 azonban tulsagosan keskeny, sem-
hogy ideirhatnam.”

Fermat bizonyitdsat a mai napig nem sikerGlt megtalalni. A kuta-
tok nem talaltak a jegyzetei k6zott. Szamtalan matematikus kisérel-
te rekonstrualni a bizonyitast, és bar bizonyos specidlis esetekben
sikerilt eredményre jutni, Fermat altal emlitett egyszerll és csoda
szép bizonyitast senkinek sem sikerllt megtalalnia a mai napig. Ta-
lan ez a szép bizonyitas nem is létezik. Fermat tévedett, és talan
bizonyitasaban egy nehéz részt nem szamolt elég precizen.

A sejtés formulakkal felirva a kévetkezoképpen szdl:

12.1. SEJTES. Az =" + y" = 2" egyenletnek n > 3 esetén nincs
pozitiv egész szamokbdl allo megoldasa.

Egyszerlien lathatd, hogy a sejtés teljes bizonyitasahoz elég az
allitast n = 4-re és paratlan primekre belatni.

12.1. Az n = 4 eset

Fermat egyik nagy felfedezése a végtelen leszallas mddszere.
Ennek segitségével igazolta, hogy az =* + y* = 2z* egyenletnek
nincs pozitiv egészekbdl allé megoldasa. So6t, ennél tébbet igazolt,
nevezetesen az z* + y* = 22 egyenletnek nincs pozitiv egészekbdl
allé megoldasa.

A mébdszer Iényege, hogy ha létezik egy pozitiv egészekbdl allo
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megoldas, amelyre z minimalis, akkor talalhatunk egy masik megol-
dast is, amelyre z értéke az eldbbinél kisebb és még mindig pozitiv.
Az eljarast folytatva pozitiv egészeknek egy végtelen szigorian mo-
noton csbkkend sorozatat kapjuk, amely sose éri el a nullat, ami
nyilvanvaldéan ellentmondas.

Legyen tehat * + y* = 22. Belatjuk, hogy van olyan megoldas
is, amiben z értéke kisebb. Ha (x,y) > 1, akkor xz-nek és y-nak
létezik k6zbs primosztédja p. Ekkor p? | x4, y?, 22 = z* + y*, amibdl

p? | z. lgy: \ \ ,
xr z
) () =)
p p p
egyenlettel maris egy kisebb megoldashoz jutottunk. Hasonldan ke-

zelhetd az (z,z) > 1 és (y,z) > 1 eset. Igy a tovabbiakban
feltehetjik (z,y) = (z,2) = (y,2) = 1.

Elészér csak annyit latunk be, hogy z paratlan. Ellenkezd eset-
ben, ha z paros, akkor x és y paratlan, hiszen (z,y) = (z,x) = 1.
De ekkor z* + y* = 2 (mod 4), viszont 22 = 0 (mod 4), ami

ellentmondas.

Tehat z paratlan, és igy « és y kdzUl pontosan az egyik, mondjuk
x paros. Atrendezve

' = (z — y*)(z + ¥?).

Itt a jobb oldal két tényezdjének ugyanaz a paritasa, tehat mindkettd
paros. Ha 2-nél nagyobb kdzbs osztéjuk lenne, akkor az osztana
a két tényez0 Osszegét (2z-t) és kilonbségét (2y2-et) is, ami lehe-
tetlen, hiszen y és z relativ primek. Igy a két tényezé legnagyobb
k6zds osztdja 2.

Ez kétféleképpen valdsulhat meg.
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Els6 eset. z —y? = 2a*, z+y? = 8b* alkalmas a, b egész szamok-
kal, ahol a pératlan. Ekkor y? = 4b* — a*, de ez nem lehet, mert
4b* — a* = —1 (mod 4), viszont négyzetszam négyes maradéka
csak 0 vagy 1 lehet.

Masodik eset. z — y? = 8a?, z + y? = 2b* alkalmas a, b pozitiv
egész szamokkal, ahol b paratlan. Ekkor

4a* = b* —y* = (b — y)(b* + y).

A két tényezdnek 2 nyilvan kdz6s osztdja. Ha 2-nél nagyobb kdzds
osztéjuk lenne, akkor az osztana 2y-t és 2b%-et is, igy teljesiine
(b,y) > 1,tehat (y, z) > 1is (hiszen z = 2b*—y?), amit kizartunk.

fgy b2 — y = 2¢%, b2 + y = 2d* alkalmas ¢, d pozitiv egész
szamokra. Ebbdl: c¢* 4+ d* = b% Ezzel az eredeti egyenlethez
hasonlot kaptunk, tovabba y* < 2% miatt y? < z, s mivel z + y? =
2b* teljesll, 2b* < 2z,igy b < z.

12.2. A Fermat-tétel bizonyitasa

A Fermat sejtést Andrew Wilesnak sikerllt bebizonyitania 1995-
ben. A bizonyitason egyedil teljes titokban dolgozott 7 évig.

A bizonyitas elsd, 1993-as bemutatasa utan egy elsoére végzetes-
nek tlind hibat fedeztek fel, de szerencsére Wilesnak egy tanitvanya
segitségével 1994 Gszére sikerllt kijavitania a bizonyitast, amelyet
végul 1995-ben fogadtak el.

A teljes bizonyitas 129 oldal hosszu, Galois-elméletet és ellipti-
kus gérbéket hasznal, tehat messze tulmegy az elemi szamelmélet
terlletén.
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12.3. Erdekességek

Egy legenda szerint Paul Friedrich Wolfskehl német matematikus
életét a Fermat-sejtés mentette meg. Lanykérdbe ment, de kikosa-
raztak, ezért — pontban éjfélkor — éngyilkos akart lenni.

Hogy éjfélig gyorsabban teljen az idd, a kényvtardban Iévé mate-
matikai kdnyveket és cikkeket olvasgatta, és kezébe akadt Kummer
irasa, amely egy hibat mutatott ki Cauchynak Fermat-sejtésre adott
bizonyitasaban.

Wolfskehl hajnalig probalta kijavitani Cauchy hibas bizonyitasat,
és reggelre visszanyerte az életkedvét. Sot, 100 000 marka jutalmat
ajanlott fel annak, aki bebizonyitja a tételt (Id. pl. [1]).

1994. aprilis 1-jén a matematikusok k6zo6tt kdrbejart egy e-mail,
ami bejelentette, hogy Noam Elkies, a Harvard Egyetem professzora
igen nagy szamokbdl all6 ellenpéldat talélt a sejtésre. Sok matema-
tikus nem figyelt a datumra és 6sszes kollégajanak elklldte a jol
megfogalmazott szakszdvegnek alcazott tréfat.

Hivatkozasok
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13. Kinai Maradéktétel

Az egyik legrégebbi szamelmélet a kinai maradéktétel, amely
tébb mint 2000 éves. A kinai maradékteétel a tébb kongruenciabdl al-
|6 szimultan kongruencia-rendszerek megoldhatdésagara ad valaszt.
S6t, van olyan valtozata is, amelyben a bizonyitas meg is konstrual-
ja a megoldast. A jegyzetben egy ilyen bizonyitast fogunk mutatni.
A tételt mar tébb mint 2000 éve megfogalmazta egy okori kinai ma-
tematikus, Szun Cu; innen a tétel mai elnevezése.

A tétel a kdvetkezdképpen szél:

13.1. TETEL. (Kinai maradéktétel.) Legyenek my, mo,...,m; >
0 paronként relativ primek, cy,ca,...,c, pedig tetszbleges egé-
szek. Ekkor az

r=cC (mq)

T =cy (mo)
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T = cg (my)

kongruencia-rendszer barmilyen cy, cs, . . ., ci. €setén megoldhato,
és a megoldas egyetlen maradékosztaly mod M, ahol M =

mims...Mmg.

13.1. TETEL BIZONYITASA. A megoldas egyertelmlisége mod M:

TegyUk fel, hogy x1 és x- is megoldasok. Ekkor

1 =22 =c¢; (mod m;)
0=, —x2 (mod my)
m; | r1 — I2. (131)

Mivel (13.1) fennall : = 1,2, ..., k esetén, és m, ms, ..., my pa-
ronként relativ primek,

miMms9 .. .My ’ L1 — I
M ‘ r1 — I2
1 =x2 (mod M),

igy mod M csak 1 megoldasa van a kongruencia-rendszernek.

A megoldas létezése: Legyen

A megoldast
a::alMl—I—agMg—i—...—l—akMk
alakban keressik. Mivel

M, =mimg... M_1M11 ... My,
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ezért j # i-re

M; =0 (m;). (13.2)
Amennyiben a fenti médon megkonstruélt x-re
T = cj (m;)
akkor
a1 My + asMs + ... 4+ apMj, = c; (m;).
Azonban ez (13.2) miatt
a;jM; = c; (m;)
-vel ekvivalens. Az
M;y = c; (m;)
kongruencia akkor oldhaté meg, ha (m;, M) | c;. De
(mj, M;) = (mj,mima...mj_1mji1...Mmy) = 1,
mert (m;,my) = (m;,my) = ... = (m;,my,) = 1. Igy a linearis

kongruencia megoldhatésagardl tanultak alapjan valoban létezik a;,

amelyre

a;Mj; = ¢; (m;)

Ezzel belattuk, hogy létezik a tétel feltételeinek eleget tevd x, még-

pedig
a::alMl—I—...—l—akMk.

Mivel a bizonyitas el6zd részében belattuk, hogy a megoldas egyér-

telml mod myms ... my, igy az 6sszes megoldas

xr=a M+ ...+ aM; (mod mimg---my)
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alaku.
Példa: Oldjuk meg az alabbi szimultan kongruencia-rendszert:
3r=1 (mod 4)

2x=3 (mod 5)
5c=2 (mod 7) (13.3)

Megoldas: Fontos megnézni, hogy mindegyik kongruencia kilén-
kalén megoldhato-e. Mivel ez igy van, alkalmazhatjuk a Kinai mara-
déktételt, mely szerint 1étezik k6z6s megoldas is, mivel a modulusok
paronként relativ primek. Soét, a bizonyitas alapjan ez a megoldas
az

r=4-5-A+4-7-B+5-7-C (mod4-5-7) (13.4)
alakban keresendd. Ezt (13.3)-be irva, kapjuk, hogy

3(4-5-A+4-7-B+5-7-C)=1 (mod 4)
2(4-5-A+4-7-B+5-7-C)=3 (mod 5)
5(4-5-A+4-7-B+5-7-C)=2 (mod 7).

Azaz:

3.5.-7-C=1 (mod 4)
2.4-7-B=3 (mod 5)
5.4-5-A=2 (mod 7).
Mivel 3-5-7=1 (mod 4),2-4-7=1 (mod 5)és5-4-5 = 2
(mod 7), igy
C=1 (mod4)
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B =3 (mod 5)
2:A=2 (mod?7)

adddik. Az utolsé kongruenciat megoldva (2-vel osztva)
A=1 (modT7)

az eredmény. Az A, B és C szamokra vonatkoz6 eredmeényt (13.4)-
be irva, kapjuk, hogy

r=4-5-A4+4.7-B+5-7-C
=4.5-14+4-7-3+4+5-7-1
=139 (mod 140).

Hivatkozasok

[1] Joel Danielson fotoja az Unsplash-en, Kinai nagy fal, link.
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14. Magasabb foku kongruenciak

14.1. TETEL. Legyenn € N,n > 1 ésn = p{"...py* azn prim-
tényezds felbontasa, tovabba

f(x) € Z[x].

Az
f(x) =0 (n) (14.1)

kongruencia pontosan akkor oldhaté meg, ha megoldhaté az

f(x)=0 (p$)
f(@) - 0 (p3?) (14.2)
f(x)=0 (%)

szimultan kongruencia-rendszer. Ha ezek kézil valamelyik kongru-
encianak nincs megoldasa, akkor az (14.1) kongruencianak sincs
megoldasa. Ha a (14.2)-t alkoto kongruenciaknak hi, hs, ..., hg
egy-egy megoldasa, akkor a (14.1) megoldasai

T = hy (p1")
T = h; (p3?)
x = hy (pg’“)

szimultan kongruencia-rendszer megoldasai k6zétt keresendok.

14.1. TETEL BIZONYITASA. A kongruenciat oszthatésagga atirva

azonnal latszik.
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Azaz a kinai maradéktétel miatt a megoldas megkeresése
visszavezethetd

fl@)=0 (P%)

tipusu kongruenciak vizsgalatara, ahol p prim o > 1 egész szam.

14.1. Primhatvany modulusu kongruenciak

A primhatvany modulusu kongruencia egyszeriien visszavezet-
heté primmodulusu kongruenciara. Ezt egy példan keresztil illuszt-
raljuk.

Példa: Oldjuk meg az
x® + 4z = 21 (mod 125)

kongruenciat. Vagyis 125 | ® + 4x — 21. Ebbdél adédéan:

xz® +4x =21 (mod 125) (14.3)
x® + 4z =21 (mod 25) (14.4)
z® +4x =1 (mod 5) (14.5)

Megoldasi stratégiank a kdvetkezd: El6szor (14.5)-t akarjuk megol-
dani. Majd a megoldasok kozill kikeressuk azokat, amik (14.4)-nek
is eleget tesznek. Végul megoldjuk (14.3)-at.

Elészér tehat (14.5)-t akarjuk megoldani. Primmodulust kong-
ruencia esetén az altalanos esetben nincs jobb moédszer mint vé-
gig nézni egy teljes maradékrendszer elemeit. Tehat az x €
{0, 1, +2} elemeket végigprobalva latjuk, hogy egyedul

x =2 (5)
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a megoldas. irjuk z-et x = 5t + 2 alakba, ahol t € Z. Ekkor (14.4):
(5t +2)3 +4(5t +2) =21  (25)

A 25-tel oszthaté tagok 0-val kongruensek, igy ezekrdl elfeledkez-
hetlnk:

60t +8 + 20t +8 =21  (25)

80t +16 =21  (25)

80t = 5 (25)
16t =1 (5)
t=1 (5)

Tehat t = 5¢ + 1 alaku, ahol £ egész szam. Viszont a megoldast

x-ben keressuk, ezért nézzik meg, mit ad ez x-re:

x=5t+2=5(50+1)+2

=250+ 7
Végul megoldjuk (14.3)-at:

(250 4+ 7)% +4(25¢ +7) = 21 (125)

A 125-tel oszthat6 tagok 0-val kongruensek, igy ezekrdl elfeledkez-
hetlnk:

3-72.250+7°4+4-25¢+4 28 =21 (125)
(3-49 +4) -25¢ + 371 = 21 (125)
151250 = —350  (125)
1514 = —14 (5)
L=1 (5)

Vagyis ¢ egy £ = 5k + 1 alaku szam, ahol k egész szam. Vissza-

helyettesitve x-be:
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x=25(55k+1)+7
— 125k + 32

Tehat az eredeti kongruencia megoldasai:
x =32 (mod 125).

Altaldban, az eljaras soran extrém esetekben tdbb megoldast is
kaphatunk, vagy éppen az is lehet, hogy nincs megoldas. Fontos,
hogy a diszkusszié soran minden esetet alaposan végignézzink.

14.2. Fokszam redukcio

Egy magas foku kongruencia esetében a fokszam a modulusnal
kisebb szamma redukalhatd, az alabbi tétel alapjan:

14.2. TETEL. Ha p prim és f(x) € Z[x|, akkor létezik (egyetlen)
olyan g egész egyulitthatos polinom, amelynek foka legfeljebb p — 1
(vagy nem létezik foka — azaz az 6sszes egydtthato 0), és minden
c € ZL-re

f(e) =g(o) (mod p).
14.3. MEGJEGYZES. A tételbdl kbvetkezik, hogy
flz)=0  (p) és gx)=0 (p)

kongruencianak ugyanazok a megoldasai.

14.2. TETEL BIZONYITASA. Az f polinomban x? helyére mindenhol

irjunk x-et, amig lehetséges. Ezt az eljarast ismételjik, amig lehet-
séges. Az igy kapott polinom foka < p — 1 (vagy minden egydtthato
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0). Mivel p prim, ezért a kis Fermat-tétel szerint barmely ¢ € Z-re
c? = ¢, s ezért
f(c) =g(c) (mod p).

14.3. Fokszam tétel

A fokszam tétel megalkotdja Joseph-Louis Lagrange, olasz ere-
det( francia matematikus. Nem csak matematikaval foglalkozott, ha-
nem csillagaszattal és fizikaval is. Legfontosabb mive a Mécanique
analitique (Analitikus mechanika; 1788) cimi koétet, amely hamar
alapmivé valt. Apja a szard kiraly kincstarnoka volt, am ugy ala-
kult, hogy a bizonytalan, rizikds Uzletekbe belemenve elveszitette
vagyonat. Lagrange késdbb megemlitette: ,Gazdagon alighanem
sohasem adtam volna matematikara a fejem.”

14.4. TETEL. (Fokszam tétel) Legyen p primszam. Ha f(x) €
Z[x| egy n-edfoku polinom és van olyan egyditthatoja, ami nem oszt-
hato p-vel, akkor az

f(x)=0 (p)
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kongruencianak legfelijebb n megoldasa van.

14.4. TETEL BIZONYITASA. A bizonyitds n-re vonatkozé teljes in-
dukcidval térténik. Kezddlépés: n = 1-re nyilvan igaz az éllitas.

Indukcios 1épés: Ha n = k — 1-re igaz, n = k-rais. Legyen
ugyanis f(x) egy k-adfoku polinom. Ha nincs megoldasa az

f(x) =0 (p) (14.6)

kongruencianak, akkor a tétel nyilvan igaz. Tegyik fel most, hogy
(14.6)-nak van egy x; megoldasa.

f(x1) =0 (p)- (14.7)

irjuk fel az f(x) polinomot f(x) = arx* + ... + a, alakban, ahol
p 1 ar. Ekkor

f(x) — f(x1) = ap(z® — %) + ap_1 (2 — 1) 4. ..

+ a1(x — x1)
Vagyis a jobboldalbdl x — x; kiemelhetd, igy
f(x) — f(z1) = (x — z1)g(x),
ahol g(x) € Z[x] egy k — 1-edfoku polinom z-ben.
p| f(x)
esetén (14.7) miatt
p | f(z) — f(z1)
p| (z—z1)g(x)
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plz—x1 vagy p|g(z) (14.8)

Ekkor g(x) = 0 (mod p)-nek az indukcids feltétel miatt legfeljebb
k — 1 gybke van, igy (14.8) miatt p | f(x)-nek legfeljebb k& megol-
dasa van, s ezzel a tételt igazoltuk.

14.5. MEGJEGYZES. A Fokszam tételben nagyon fontos, hogy a
modulus primszam, ellenkezé esetben nem igaz a tétel. Tekintsik
pl. az x> — 1 = 0 (mod 8) kongruenciat. Itt a baloldalon allé poli-
nom foka 2, viszont a kongruencianak 4 megoldasa is van modulo 8,
ezek: x =1,3,5,7 (mod 8).

Hivatkozasok

[1] Fotd, Joseph-Louis Lagrange, 19. szazad, THE GRANGER
COLLECTION, New York, link.
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15. Wilson-tétel

A Wilson tétel elsd irasos formaja Abu Ali Muhammad ibn al-
Haszan ibn al-Hajszam al-Baszri arab matematikus, fizikus és csil-
lagasztdl szarmazik (ugy 1000 kordl). Ibn al-Hajszam-t az egyiptomi
kalifa megbizta, hogy segitsen abban, hogy a Nilusnak (a terméshez
szUkséges) évenkénti aradasait folyamszabalyozasi munkalatokkal
garantaljak. Amikor a munka nem jart sikerrel, ibn al-Hajszam 6rlt-
séget szinlelt, hogy a kalifa haragjat elkerllje. A kalifa halala utan
elkobzott vagyonat visszakapta, és halalaig Egyiptomban élt.

Joval késdbb, a 18. szdzadban kerUlt Ujra napfényre a tétel, ami-
kor is Edward Waring [3] bejelentette tanitvanya John Wilson tételét.
Eredetileg sem 6, sem tanitvanya nem tudta bebizonyitani a tételt.
Annak igazolasat eldszér Lagrange adta meg 1771-ben [2].
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Nézzuk tehat a tételt:

15.1. TETEL. (Wilson) Ha p prim, akkor (p — 1)! = —1 (mod p).

15.1. TETEL BIZONYIiTASA. Ha p = 2 vagy 3, a kongruencia
kénnyen ellendrizhetd.

Feltehetjik tehat p > 5. Vesszlk az 1,2,...,p — 1 szamokat,
€s megprobaljuk ugy parositani, hogy az egy parban allé szamok
szorzata kongruens legyen 1-gyel modulo p.

Hatarozzuk meg j parjat,ahol 1 < 5 <p—1. A
jz =1 (p)

kongruencia egyértelmiien megoldhatd, mert (5,p) = 1 | 1. Nyil-
van x Z 0 (p) ekkor.

Nézzik meg, hogy j parja mikor kilénbdzik j-tol.
jr=1 (p) (15.1)

Hax =5 (p), akkor (15.1)-bdl

j?=1 (p)
Oszthatésagga atirva:
plj*—1
p|(G—-1)F+1)

p|lj—1vagy p|j+1
j=1 (p)vagy j=p—1 (p)

kovetkezik.
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Azaz csak az 1 és a p — 1 szamoknak lehet ,6nmaga” a parja.
Vagyis a 2,3,...,p — 2 szamok parosithaték oly médon, hogy az
egy parban 1évd szamok szorzata 1-gyel kongruens, é€s a parban
allé szamok kilénbozoek.

Osszeszorozva ezen parok szorzatat
2:3-...:(p—2)=1 (mod p) /*(p—1)
p—1D!=p—1=-1 (mod p)
adodik, ami a bizonyitandd allitas volt.
Il. bizonyitas. Legyen
flx) =2 -1,
g(x) =(x - 1)(z - 2)...(x — (p - 1)).

Az Euler—Fermat-tétel miatt f-nek gyéke az 1,2,...,p — 1 mod p
maradékosztalyok, g(x)-nek is gydke ugyanezek a maradékoszta-
lyok. Vagyis

f(x) — g(x)-nekis gydke 1,2,3,...,p — 1.

De f(x)—g(x) foka < p—2, igy a fokszamtétel miatt vagy legfeljebb
p — 2 gydke van, vagy minden egyutthatdja oszthatoé p-vel. Most van
p—1gybk (1,2,3,...,p — 1) = V egyltthaté oszthato p-vel:

f(x) —g(x) =0 (mod p),

azaz
f(x) = g(z) (mod p).

A két polinom konstans tagjai kongruensek modulo p, azaz

—1=(-1)(=2)...(—(p—=1)) (p)
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—1=(-)""p—-1)! (p)
—1=(@-1)! (p).

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Wilson primnek nevezlink egy p primszamot, ha
P’ (p—1!+ 1.

A jelenleg ismert Wilson primek az 5, 13 és 563. Szamitdgépek
segitségével bebizonyitottak, hogy az [1, 103] intervallumban nincs
is tobb Wilson prim [1]. Az a sejtés, hogy végtelen sok Wilson prim
|étezik.
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16. Wolstenholme tétele

Ismert egy jellegében a Wilson tételhez hasonlé allitds, amely-
nek szerzdje Wolstenholme.

O a kévetkez6t bizonyitotta [3]:

16.1. TETEL. (Wolstenholme) Legyenp > 5 prim. Az

Lo oo
2 3 p—1

tort szamlaléja oszthato p?-tel.

16.1. TETEL BIZONYITASA. Legyen f(x) és g(x) polinom definici-
6ja olyan, mint az el6bb:

f(w) = wp—l - 1’

g(@) = (x —1)(x —2)...(z — (p— 1)).
g(x)-ben a zarojelek felbontasa utan
g(x) = Pl AP 2 4.+ Ap_q.

Nyilvan A,_; = (p — 1)!

128



x helyébe p-tirva
gp)=@P-1)P—-2)...p—(p—1))
g(p) = (p—1)!
Masrészt
glp) =p" '+ ApP P+ ..+ Ay ap+ Ay,
Vagyis

p—1)!=p" '+ AP ?+...+ Apap+ (p—1)!
0=p" '+ ApP > +...+ Ap_ap.
Lattuk
f(x) = g(x) (mod p)
2Pl 1 =P '+ AP 2+ ...+ Ap ox+ Ap_1 (mod p)

A fokszam tétel miatt a kongruencia két oldalan 1évo polinomban az
egyutthatok kongruensek modulo p. Azaz:

P |A1, A2,...,Ap_2, —1 = Ap—l (p)
Visszatérve a
0=p" '+ Ap* 2 +...+ Ap_3p° + Ap_op

egyenlethez, itt a baloldalra p® | 0, a jobboldalon pedig az elsé p — 2
darab tag oszthaté p3-bel, mertp | A;. De igy p® | A,_2pis teljesdl,
vagyis p? | A,_».

Viszont A,_2 az (x — 1)(x — 2)...(x — (p — 1)) tortben x
egyutthatdja, és ez azonos
1+ L + .o+ —
2 p—1
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szamlaléjaval. Ezzel a tételt belattuk.

Az aldbbi érdekes binomidlis egyltthatokra vonatkozd tételek
szintén Wolstenholme-t6l szarmaznak. Ezeket a jegyzetben nem
bizonyitjuk:

16.2. TETEL. (Wolstenholme) Ha p > 5 primszam, akkor fennall a
(s 1)
p—1

Egy ekvivalens formaja a tételnek az alabbi, amely Wilhelm

kévetkezb:
1 (mod p?)

Ljunggren-tol [1] szarmazik:

16.3. TETEL. Ha p > 3 primszam, akkor fennall a kbvetkezo:

(b) = (3) ot

Egy p primszam Wolstenholme primszam, ha fennall a
2p —1
( P ) =1 (mod p?).
p—1
Jelenleg, csak 16843 és 2124679 primekrdl tudjuk, hogy Wols-
tenholme primek. Szamitdgépek segitségével megvizsgaltak az
Osszes primet 10%-ig [2], eddig a hatérig biztosan nincs tobb.

Erdekes tulajdonsaga a binomialis egyiitthatéknak még Lucas
1878-ban bizonyitott tulajdonsaga is. Eszerint, ha a = nip + ng
és b = myp + my, akkor

(5) = (o) (o) mo )
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Tdbbsz6rdsen alkalmazva a fenti kongruenciat, az is adédik, ha a =
nyp" +n,_1p""t+--+mp+ngésb=mp" +m,_1p" "+
-+« 4+ mqp + myg, akkor

(0= () () wan
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17. Szamelméleti fuggvenyek

Szamelméleti figgvényekkel méar sokszor talalkoztunk, csak nem
nevesitettik Oket. A pontos definicié a kbvetkezd:

17.1. DEFINiCIO. Az f(n) fdggvényt szamelméleti fliggvénynek ne-
vezziik, ha értelmezési tartomanya a természetes szamok 6sszes-
sége. Ertékkészlete lehet komplex vagy valds.

Szamelméleti fliggvény pl. tetszdleges polinomfliggvény, de a
logaritmus fliggvény is, vagy a mar definialt Euler-féle  figgvény.
Tovabbi nevezetes szamelméleti fliggvényeket a fejezet masodik ré-
szében definialunk.

Szamelméleti fliggvények kdzil bizonyos specidlis tipusuakat
tbbsz6r hasznalunk mint masokat. A leggyakrabban multiplikativ
és additiv szamelméleti fliggvényeket hasznalunk. Ezek definicidja
az alabbi:

17.2. DEFINICIO. Az f(n) szamelméleti fliggvényt multiplikativnak
nevezzik, ha
f(ab) = f(a)f(b)
minden (a,b) = 1 szamparra.
Ha az
f(ab) = f(a)f(b)
Osszefliggés tetszbleges a,b természetes szamok mellett is érveé-

nyes, akkor a flggvényt teljesen multiplikativ fliggvénynek nevez-
ZUK.
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17.3. DEFINiCIO. Az f(n) szamelméleti fliggveényt additivnak ne-
vezzuk, ha

f(ab) = f(a) + f(b)
minden (a,b) = 1 szamparra. Ha az

f(ab) = f(a) + f(b)

Osszefliggés tetszbleges a,b természetes szamok mellett is érveé-
nyes, akkor a fliggvényt telijesen additiv fliggvénynek nevezzik.

Multiplikativ figgvény pl. az Euler-féle ¢ figgvény, additiv a lo-
garitmus fliggvény.

Az elso tételiink a kdvetkezo:

17.4. TETEL. Legyen f(n) nem azonosan nulla multiplikativ fligg-
vény. Ekkor

F(1) = 1.

17.4. TETEL BIZONYIiTASA. Mivel minden a természetes szamra

(a,1) =1,
tehat a filggvény multiplikativitdsa miatt
fla) = f(1-a) = f(1)f(a). (17.1)

De mivel f(n) # 0,3a f(a) # 0. Ekkor (17.1)-et f(a)-val osztva
azonnal adédik az allitas.

Additiv figgvényekre a kdvetkezd igaz:
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17.5. TETEL. Legyen g(n) additiv fuggvény. Ekkor

g(1l) =0.

17.5. TETEL BIZONYITASA. Mivel minden a természetes szamra
(a,1) = 1, tehdt a flggvény additivitdsa miatt
g(a) =g(1-a)=g(1) +g(a).
Mindkét oldalrdl g(a)-t kivonva adodik az allitasunk.
A kovetkezok alapjan multiplikativ illetve additiv fliggvény kiter-

jeszthetd primhatvany helyekrdl az 6sszes egész szamra:

17.6. TETEL. A multiplikativ f(n), illetve az additiv g(n) figgvény
értékét elegendb primszamhatvany helyeken meghatarozni, ahhoz,
hogy az 6sszes értékiik adott legyen. Nevezetesen érvényes a ko-
vetkez6: Han = p1®'py®2 - - - p, ", akkor

f(n)=f®1*) - f (")

gn)=g@1™) +g9@"*)+... +g(@").
17.6. TETEL BIZONYIiTASA. Mindkét allitas a szamelmélet alaptéte-

lének és a multiplikativ, ill. additiv flggvény definicidéjanak kdzvetlen
kévetkezménye.

Teljesen additiv és multiplikativ fliggvényekre az alabbi igaz:
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17.7. TETEL. A teljesen multiplikativ s(n) és teljesen additiv t(n)
fliggvény értékét elegendb primszam helyeken meghatarozni, ah-
hoz, hogy az sszes értékiik adott legyen. Nevezetesen érvéenyes a

kévetkezo:
Ha
n=p1Mp™* ... pp,
akkor
s(n)= s(p1)*'s(p2)**...s(pr)*"
es

t(n)= ait(p1) + ast(p2) + ... + a.t(p,).

17.7. TETEL BIZONYITASA. A szamelmélet alaptételének és a telje-

sen multiplikativ, ill. teljesen additiv flggvény definicidéjanak kdzvet-
len kdvetkezménye.

17.8. TETEL. Két multiplikativ fliggvény szorzata és hanyadosa is
multiplikativ flggvény.

17.8. TETEL BIZONYIiTASA. HF.

17.9. TETEL. Két additiv fliggvény 6sszege és Kiilbnbsége is additiv
flggveny.

17.9. TETEL BIZONYITASA. HF.
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17.1. Nevezetes flggvények

Az egyik eddig mar ismertetésre kerllt nevezetes szamelméleti
fUggvény az Euler-féle ¢ fuggvény, amelynek definicidjat most at-
ismételjik. A legelterjedtebb nevezetes szamelméleti figgvények a
kdvetkezok:

d(n), o(n), p(n),w(n), 2(n), p(n).

Lassuk a fenti fggvények definicidjat:

17.10. DEFINiCIO. Egy n > 0 egész pozitiv osztoinak a szamat
d(n)-nel jeldljik.

17.11. DEFINiCIO. Egy n > 0 egész pozitiv osztoinak 6sszege

o(n).

17.12. DEFINICIO. Legyen n primtényez6s felbontasa n =
p19tp2%2 ... p, %, ahol pi,pa2,...,p, KilONb6z6 primek és oy >
l,as > 1,...,a, > 1. Ekkor u(n) Mébbius-fluggvényt a kévetkezd
maodon értelmezzik:

4

1, han =1,
p(n) =49 (-1)", haoay=ay=...=a, =1,
0, ha 3 p prim, hogy p? | n (azaz 3 ; > 2)

A fenti definiciot egy uj fogalommal a négyzetmentes szamokkal is
megadhatjuk. Egy n szam négyzetmentes, ha nincs 1-nél nagyobb
négyzetszam osztéja (azaz # p prim, hogy p? | n). Ekkor a pu(n)
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Mbbius fliggvény a kévetkezb:

)
1, han =1,

u(n):<(_1)r, haalzagz...:aTzl,
0, ha n nem négyzetmentes.

\

Példa:

p(10) = (_1)2a p(20) =0, p(30) = (_1)3'

17.13. DEFINiC16. Az w(n) az n kilénbéz6 pozitiv primoszto-
inak szama. Amennyiben n primtényezés felbontasa n =
pP1MPp2®? ... p, Y, akkorw(n) = r, az 2(n) fliggveny pedig a prim-
0sztok szama multiplicitassal szamolva, vagyis:

Qn) =a; +as+ ...+ a,.

17.14. DEFINIiCIO. (Euler-féle o—fuggvény) Tetszbleges n pozitiv
egesz esetén p(n) az 1,2,...,n szamok kézil az n-hez relativ
primek szamat jelenti.

17.15. TETEL. A
d(n),o(n), u(n), p(n)
fliggvenyek multiplikativ szamelméleti flggvenyek.

17.15. TETEL BIZONYITASA. Egyszerre bizonyitjuk, hogy d(n) és

o (n) multiplikativ.

Legyen (a, b) = 1. Ekkor bizonyitandd
d(ab) = d(a)d(b),
o(ab) = o(a)o(b).

A kbvetkezd lemmat hasznaljuk:
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17.16. LEMMA. Legyen (a,b) = 1. Ekkor ab tetszbleges d osztoja
egyértelmien elballithaté a kévetkezb alakban:

d=a't/, ahol a'|a,t |b.
17.16. LEMMA BIZONYITASA. Legyen

B1

(o4

a=p*...p. %", b=aq q2ﬁ2...qsﬁs. (17.2)

Mivel (a,b) = 1, tehat p; # q;, és igy ab primtényezos felbontasa

ab=pi*...p,q™ ... q. (17.3)
Ha tehat
d | ab,
akkor d primtényezos felbontasa
d = plall e e pra;ql,ﬁi oo qsﬁ;,

ahol 0 < o <, 0 < <.

igy az egyértelmilen meghatérozott

’

a =p®...p és b =q™...q"%
mellett teljesdl allitasunk.
Ezutan visszatérink a tétel bizonyitasahoz.

Legyen
(a,b) =1 és d| ab.

Ekkor a 17.16. Lemma alapjan d egyértelmiien
d=a't
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alakba irhat6, ahol
a'|a és b |b.

igy, ha
da) =k,  d(b) =&,

akkor a osztoit aq, as, .. .,ag-val, b 0sztoit by, b, . .., by-lel jeldlve
ab 0sszes 0sztoja a kdvetkezd alakban irhatéak fel:

albl, o oo albg, azbl, e ooy a2bg, akbl, e o ey akbg. (174)

Ezek az osztok valdban kilonbdzok, hiszen
a;,bj, = a;,b;,
-bél, (ai,, b;,) < (a,b) =1 = (a;,, b;,) = 1 miatt tudjuk, hogy
a;, ‘ Ay
s hasonléan
a;, ‘ Qi,,
azaz a;, = a;, adodik. Hasonléan b;, = b;,.
Azaz a; b;, = a;,b;, akkor és csak akkor, ha ¢; = i3 €S j1 = J».
igy (17.4) alapjan:
d(ab) = kf = d(a)d(b)

és



= o(a)o(b).

Ezutan bebizonyitjuk, hogy w(n) multiplikativ.
1) Legyena =b =1
p(1-1) = p(1) =1 = p(1) - p(1).

2)a =1, b # 1.
Ekkor p(1) = 1 felhasznalasaval

p(ab) = p(1-b) = p(b) = p(1)p(db).
3)a#£1,b#1.

l. eset: Ip? | a:
pn(ab) = 0, mert p? | ab.
p(a)p(b) = 0, mert p(a) = 0.

l. eset: I p? | b:
|. esethez hasonldan.

lll. eset: a és b négyzetmentes:
Mivel (a,b) = 1,

a = PiP2 .- - Pry
Di 7 q;
b=qq2...qs,

alakba irhatok, de ekkor
ab =pip2...Prq1q2 - - - qs,
és igy felhasznélva p(n) definiciojat:

u(ab) = (1) = (=1)"(=1)° = p(a)u(d),
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amivel allitdsunkat teljes egészében bebizonyitottuk.
Végul bebizonyitjuk, hogy ¢ (n) multiplikativ.

»(ab) az ab-nél nem nagyobb pozitiv egészek kdz6tt az ab-hez
relativ primek szamat jelenti. De ab-hez (a,b) = 1 miatt azok és
csak azok a szamok relativ primek, amelyek kulén-kilén a-hoz is és
b-hez is relativ primek.

Tehat p(ab) meghatdrozasahoz az ab-nél nem nagyobb pozitiv
egészek kdzll azoknak a szamat kell meghatarozni, amelyek relativ
primek a-hoz is és b-hez is.

Eldszor felirjuk az ab-nél nem nagyobb pozitiv egészek ké-
zul azokat, amelyek a-hoz relativ primek. Ezek mindannyian egy
mod a redukalt maradékosztalyhoz tartoznak.

Ha tehat r1, 72, ..., 7(q) jelOlia mod a redukalt maradékoszta-
lyok legkisebb pozitiv elemeit, akkor az ab-nél nem nagyobb a-hoz
relativ prim szamok a kdvetkezok lesznek:

T1, T2¢e0 ’ T(p(a)
a+ rq, a—+nro,... y @+ Ty(a)
2a+ 711, 2a-+Tra,... 20 4 Ty (q) (17.5)
(b—1)a+7r, (b—1a+rsy,... y(b—1)a + ryq)-

Ezekbdl kell kivalasztani azokat a szamokat, amelyek b-hez is
relativ primek.

Tekintsik evégbdl az (17.5) tablazatban az egy oszlopban allé
szamokat. Pl. az i-edik oszlopbeliek a kévetkezok:

ri, @ + 75 2a +71iy...,(b—1)a + r;. (17.6)
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Lathatd, hogy ha a mod b teljes maradékrendszert a legkisebb
nem negativ maradékokkal, a

0,1,2,...,b—1 (17.7)

szamokkal adjuk meg, akkor (17.7)-bdl a (17.6) Ugy jon létre, hogy
(17.7) elemeit a b-hez relativ prim a-val beszorozzuk, majd az igy
kapott szamokhoz hozzaadjuk az r; szamot.

A 6.5. Tétel alapjan ujra teljes maradékrendszert kapunk mod b.
(A tétel, amit itt hasznélunk:

Ha rq, 72, ..., r, teljes maradékrendszer és (a,m) = 1, b tet-
szbleges egész, akkor

ary + b,ars +b,...,ar,, + b
is teljes maradékrendszer mod m.)

Tehat az (17.5) tdblazat minden oszlopaban mod b egy teljes
maradékrendszer all.

Mivel egy mod b teljes maradékrendszerben ¢(b) szamu b-hez
relativ primszam van, ezért az (17.5) tdblazat minden oszlopaban
p(b) szamu b-hez relativ primszam van.

Mivel pedig az (17.5)-beli oszlopok szama ¢(a), tehat az (17.5)
tablazatban 6sszesen ¢(a)p(b) szdmu b-hez relativ primszam ta-
lalhato.

Ezek a szamok mindannyian relativ primek voltak a-hoz is, tehat
ezek lesznek azok a szamok, amelyek ab-hez relativ primek. Ezzel
a tétel bizonyitasat befejeztik.
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Nevezetes additiv flggvények a kdvetkezok:
17.17. TETEL. Az Q(n) fuggvény teljesen additiv, az w(n) flgg-
vény pedig additiv figgveny.

17.17. Tetel bizonyitasa: HF.

17.18. TETEL. Az Euler-féle p(n) fliggveny explicit alakja:

oo=(-3) (- 3)--3)

ahol az n szam primtényezés felbontasa

o

n = p;“'p2”*...p. ",
es
e(1) = 1.
17.18. TETEL BIZONYITASA. A ¢(n) flggveny multiplikativitasa

miatt elegendd o (p*) meghatarozasa, ahol p prim, k pedig egész
szam. Ugyanis ha n primtényezds felbontasa

S PR a,
n=p; '‘p2...pr ",

akkor
e(n) = @(p1™)e(P2™) - .- o (pr*). (17.8)

Most meghatéarozzuk ¢ (p*) értékét!

So(pk) = Hw 1< x< pka (wapk) = 1}’
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:Haz:lgwﬁpka (map)zl}‘
:p’“—]{:p:lgmﬁpk, (:B,p);él}’

—p—|{z:1<z<p" pl|a}

— pb — pk-1

= pF (1 — 1) .
p
igy (17.8)-bol

o= (1= 2o (1= D)o ()
(o2 2)- 1)

17.19. TETEL. A d(n) flggvény explicit alakja
(a1 +1)(az+1)...(ap + 1),

ahol az n szam primtényez0és felbontasa

n=p1Mp:™* ... pp,
ésd(1) = 1.
17.19. TETEL BIZONYITASA. d(n) figgvény multiplikativitdsa miatt

elegendd d(p*) meghatarozésa, ahol p prim, k pedig egész szam.

Ugyanis ha
n = p“'p2”*...p. ",
akkor
d(n) = d(p1™) d(p2**)...d (p,"). (17.9)
De d(p*) értéke k + 1, hiszen p* osztéi 1, p, p?, ..., p*.

igy (17.9) alapjan

dn)=(a1+1)... (ar + 1).
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17.20. TETEL. o(n) fliggvény explicit alakja:

ony= P — 1 P o e
p1—1 p2—1 pr—1 "~

ahol az n szam primtényezés felbontasa

- (04 (6% (0%
n=p; 'p2"2...pp "

o(l) =1.

17.20. TETEL BIZONYIiTASA. A o(n) fuggvény multiplikativitasa

miatt elegendd o (p*) meghatarozasa, ahol p prim, k pedig egész
szam. Ugyanis ha

(e28

_ o o
n=p; 'p2’...Dp ",

akkor
o(n) =o (p1™) o (p2**)...0 (p:""), (17.10)

de P 1

o) =1+p+p*+...+p" = —

amit (17.10)-re alkalmazva adddik a tétel.

Példa. Adjuk meg
d(2000), o(2000), 1£(2000), w(2000), 2(2000), ¢ (2000)

értékeit!
2000 = 2% . 53,
Tehat
d(2000) = (4 +1)(3+1) =20
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2441 1 531 1

o (2000) = — 4836
21 5—1

©(2000) = 0

w(2000) = 2

Q(2000) =4+3=7

1 1
©(2000) = 2000 (1 — 2 1-— = = 800.

17.2. Multiplikativ fliggvények oOsszegzési fliggve-
nye is multiplikativ
A fejezet alapja a kdvetkez0 tétel:

17.21. TETEL. Legyen f(n) multiplikativ fliggvény. Ekkor
g(n) =) f(d)

d|n

fliggveny is multiplikativ.
17.21. TETEL BIZONYITASA. Legyen

(nl, ’I’L2) = 1.

Ekkor
g(ning) = > f(e).

clning

Minden ¢ | nyn, pontosan egyféleképpen irhatéd
C = d1d2
alakban, ahol d; | nq es d- | na. Azaz

g(ning) = Y > f(didy).

di|ni dz|ng

146



Mivel d; | ny, do | N9 es (nl, ’I’Lz) =1, |,gy
(dl, dz) = 1
is fennall. Azaz
f(dids) = f(d1)f(d2),
s igy

g(ning) = ) Y f(d1)f(ds)

d1|n1 d2|’l’L

=Y f(di)D f(da)

d1|n1 d2|’I’L

= g(n1)g(nz).
Ezzel a tétel allitasat belattuk.

Az alabbi tétel fontos és hasznos példa arra, hogy hogyan ha-
tarozhaté meg explicit képlettel egy 6sszegzési fliggvény. A tétel
késobb is hasznaljuk, egy a rendre vonatkozé tétel bizonyitasanal
(Id. 20.4. Tétel).

17.22. TETEL.

> e(d) =n.

dln

17.22. TETEL BIZONYIiTASA. Multiplikativ flggvény Osszegzési

faggvénye is multiplikativ. ¢ () multiplikativ figgveny, tehat

g(n) =Y o(d)

d|n

is multiplikativ. Vagyis ha n primtényezds felbontasa

S PR a,
n=p; ‘P2 ...pr ",
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akkor
g(n) =g @E1*)---g(P"). (17.11)
Hatarozzuk meg g(p®)-t!

def

g(@*) =Y o(d) = (1) + ¢(®) + (@) + ... + (p%)

d|p~
1 ) 1 N 1
=1+p<1——>—|—p l—— ) +...+p% 1 ——
p D p
=14+(p@-1)+ @ -p)+...+ (@ —p*")
:pa,
Ezt (17.11)-be irva

g(n) =p1M'p*...p,"" =n

valoban.

Fontos még ismerni a Mobius-féle megforditasi formulat is. Ez a
kdvetkezd:

17.23. TETEL. Legyen f(n) egy szamelméleti fliggvény. Definialjuk
a g(n) szamelméleti fliggvényt a

g(n) =) f(d)

d|n

Ekkor g(n) flggveény értekebbl meghatarozhaté f(n), a kévetkezd

fn) =3 w(d)g (g) .

dln

képlettel:

17.23. TETEL BIZONYIiTASA. Multiplikativ flggvény Osszegzési
fUggvényére vonatkozd tételink alapjan kiszamolhat6é (Id. 17.21.
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Tétel), hogy

Zu(d)zd(n)z{l han=1

din 0 han>1

Eszerint

S u@yg () = S u@ 3 @)

dln dln |z
=> f(d))>_ ()
d'|n d|

= ; F(d)s (3) = f(n).
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18. Tokéletes szamok

A tOkéletes szamok definicidja mar Eukleidész: Elemek [2] cim{
mivében is felbukkan. Az alabbiakban az Elemek els6, 1570-es, Sir
Henry Billingsley-féle angol nyelvl kiadasanak cimlapja lathaté:

7ol of the moft aunci- [
enc Philofopher

EVCLIDE

Imprinted at London by

Eukleidész kévetkezOképpen definialta a tokéletes szamokat:

18.1. DEFINiCIO. Az n szam tékéletes, ha pozitiv osztoinak ésszege
egyenlé a szam kétszeresével. Vagyis

o(n) = 2n.

Tokéletes szam pl. a 6, 28, 496, 8128. Az elsd két szamra ellen-
Orizzlk is gyorsan:

2.6=1+2+3+86,
2.28=1+2+4+7+ 14 + 28.
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A sor természetesen tovabb folytathatd. Az elsd 48 tokéletes
szam a 2P~1(2P — 1) alakd szamok, pontosan azokra a p primekre,
amelyekre 2P — 1 Mersenne prim. Ezek:

p=2,3,517,13,17,19, 31, 61, 89, 107,127, 521, 607, 1279,
2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937,
21701, 23209, 44497, 86243,110503, 132049, 216091,
756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221, 3021377,
6972593, 13466917, 20996011, 24036583, 25964951,
30402457, 32582657, 37156667, 42643801, 43112609,
57885161. (Ez a A000043 sorozat az OEIS-ben.)

A kovetkezot mar Eukleidész is tudta:

18.2. TETEL. (Eukleidész) Ha 2P — 1 Mersenne-prim, akkor
2P—1(2P — 1) tékéletes szam.

18.2. TETEL BIZONYIiTASA. Legyen q = 2P — 1, ekkor m =

2P—1(2P — 1) primtényez6s felbontasa

m = 2P~ 1. qg.
Tehat
2P -1 ¢g?>—1
o(m) = .
2—1 q-—1
= (2" - 1)(g+1)
= (2P —1)2?

=2.(2P71(2° — 1))
= 2m.
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Ennél azonban tébb is mondhaté. Ibn al-Haytham azt sejtette,
hogy minden péaros tdkéletes szam a fenti alakba irhatd. Ezt a sej-
tést csak Euler bizonyitotta be, a 18. szazadban:

18.3. TETEL. (Euler) Minden paros t6kéletes szam felirhato
2P~1(2P — 1) alakban, ahol 2P — 1 Mersenne-prim.

Mieldtt ratérnénk a bizonyitasra, megjegyezzik, hogy ha 27 — 1
Mersenne-prim, akkor szikségszerlen p is prim (Id. 2.21. Feladat).

18.3. TETEL BIZONYITASA. Legyen m egy paros tokéletes szam.

irjuk fel m-et

m=2%:0b

alakban, ahol b péaratlan és a > 1. Mivel o multiplikativ,

o(m) = o(2°b) = o(2%)o(b),
o(m) = (2* — 1)o(b).

Masrészt m tokéletes szam, tehat

o(m) = 2m = 2*T1p,
2071y = (271 — 1)0(b)
b R |

(b): Y < Ez a tért nem egyszerUsithetd.
o (0%

b= (2T — 1), o(b) = 2°Tlc,
ahol c € Z.
igy b-nek osztéi 1,b és ¢. Ha ¢ # 1:
o) >b+c+1=02*"—1)c+c+1
=2°tlec + 1.

152



Ez ellentmondas.
Azaz ¢ = 1. Ekkor b = 2%t1 — 1 és o(b) = 2%, Ekkor:
m = 2% = 2%(2°t! — 1)

Ha 22t! — 1 nem prim, akkor az alabbi egy hatarozott egyenlétlen-
S€égQ:
o2t — 1) > 1+ (2*t — 1) = 2oL,

Vagyis

o(m) = o(2°(2°1 - 1))
= o(2%)o(2*t! — 1)
= (2% — D)o (2071 — 1)
> 20t (2ot — 1) = 2m.

Azaz m nem tokéletes. Ezzel ellentmondasra jutottunk.

Vagyis 22+ — 1 Mersenne-prim. Ekkor o + 1 is prim (Id. 2.21.
Feladatot) és a + 1 helyébe p-t irva, megkaptuk

m = 2P71(2F — 1)
alaku, ahol 2P — 1 Mersenne-prim.

Paratlan tdkéletes szamot a mai napig nem talaltak. igy ugy gon-
doljuk, hogy a kévetkez0 sejtés igaz:

18.4. SEJTES. Nem létezik paratlan tékéletes szam.

A tokéletes szamokhoz kapcsoldédd fogalom a baratsagos sza-
mok.
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18.5. DEFINICIO. Az a és b természetes szamok baratsagos sza-
mok, ha az egyik szam énmaganal kisebb osztoinak dsszege éppen
a masik szam és ez forditva is igaz. Masképpen megfogalmazva:

oc(a) —a=b és o(b)—b=a.

Példaul a 220 és 284 baratsagos szamok, hiszen a 220 meg-
feleld osztéi 1,2,4,5,10,11, 20,22,44,55 és 110, ezek 6sszege
284. Forditva pedig, 284 megfeleld oszt6i 1,2,4,71 és 142, ezek
0sszege 220.

Az elsd 10 baratsagos szampar a kdvetkezo:

(220, 284), (1184, 1210), (2620, 2924), (5020, 5564),
(6232, 6368), (10744, 10856), (12285, 14595), (17296, 18416),
(63020, 76084), (66928, 66992).

(Ez az A259180 sorozat a OEIS-ben.)

Szabit ibn Kurra (9. szazad) megadott baratsagos szamparok-
nak egy paraméteres alakjat (Id. pl. [1]). Természetesen ezzel nem
sorolta fel az 6sszes baratsagos szampart, de azt kénny belatni,
hogy az ilyen alaki szamok valoban baratsagosak.
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18.6. TETEL. (Szabit ibn Kurra) Legyenn régzitett, x = 3-2™ — 1,
y=3-2"1_-16sz=9.22""1 _ 1. Hax, y és z primek, akkor
az

a=2"-x-y és b=2"-.z2

szamok baratsagos szampart alkotnak.
A tétel bizonyitasat az olvasora bizzuk.

Erdemes még megemliteni a hianyos és bdvelkedd szamok defi-

s

18.7. DEFINICIO. Az n természetes szam hianyos, ha o(n) < 2n,
és bovelkedd, ha o(n) > 2n.

A hianyos és bovelkedd szamoknak sok érdekes tulajdonsaga
van, de ezeknek a vizsgalata tul megy a jelen jegyzet keretein.

Hivatkozasok

[1] Dickson, L. E. History of the Theory of Numbers, Vol. 1: Divisibi-
lity and Primality. New York: Dover, 2005.

[2] Eukleidész, Elements (Book IX), link vagy link.

[3] Eukleidész, Elemek elsd, 1570-es, Sir Henry Billingsley-féle an-
gol nyelv( kiadasanak cimlapja, link.

[4] Fotd, baratsdgos szamok, szerkesztett az alabbibdl: link.
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19. Rend

Az Euler-Fermat-tételbdl kévetkezik, hogy ha (a, m) = 1, akkor
van olyan t pozitiv egész, amelyre

ot =1 (m). (19.1)

Példaul ilyent = ¢(m) vagy t = p(m)k. De az mar egyaltalan
nem biztos, hogy a legkisebb pozitiv ilyen ¢ az mindig ¢(m), sot az
esetek tébbségében van ¢(m)-nél kisebb pozitiv ¢ a fenti tulajdon-
saggal.

A (19.1)-nek eleget tevd pozitiv egész t-k kdzil a legkisebbet
rendnek fogjuk nevezni. A preciz definicié az alabbi:

19.1. DEFINiCIO. Legyen (a,m) = 1. At pozitiv egészet az a rend-
jének nevezziik modulo m, ha

a'=1 (m),
de barmely 0 < © < t esetén
a" #1 (m).

Jeléles: o,,(a). Szoban: ordo a modulo m.

Példa. 0:0(3) = 4, ugyanis

3'=3, 32=9, 3°=7, |3*=1]| (mod 10)

A kovetkezd abran egy olyan tablazatot mutatunk, amelyen az
a=1,2,3,...,16 esetekre megmutatja az a egész hatvanyainak
a modulo 17 maradékat. A sorokban |évo elsd egyes adja meg a
rend pontos értékét:
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da a* a’ at a as a a a a at at ats a4 ats a
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 15 13 5 B 2 4 8 16 15 13 9 1
3 9 10 13 E 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1 |
4 16 13 B 4 16 13 1 4 16 13 1 4 16 13 1
5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 1 4 3 15 7 1
6 2 12 4 7 8§ 14 16 11 15 5 13 10 9 3 1
T 15 3 4 11 g 12 16 10 2 14 13 6 8 5 1
8 13 2 16 B 4 15 1 8 13 2 16 H 4 15 1
9 13 15 16 8 4 2 1 9 13 15 16 8 4 2 1
10 15 14 4 6 9 5 16 7 2 3 13 11 8 12 1
11 2 5 4 10 8 3 16 6 15 12 13 7 5 14 1
12 8 11 13 3 2 7 16 5 9 6 4 14 15 10 1
13 16 4 1 /13 16 4 1 13 16 4 1 13 16 4 1
14 9 ¥ 13 12 15 6 16 3 g8 10 4 5 2 11 ]
15 4 9 16 2 13 8 1|15 4 9 16 2 13 8 1
16 0 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1

Euler—Fermat-tétel kdvetkezménye:
19.2. ALLITAS. Ha (a,m) = 1, akkor o, (a) < @(m).
A rend definiciéjabdl vilagos:
19.3. ALLITAS. Ha (a,m) = (b,m) = 1, a = b (m), akkor

om(a) = 0,(b).

Amennyiben (a,m) > 1 a rend nem létezik, hiszen ekkor d =
(a,m) > 1 esetén d | a’ minden t-re, ezért d { a® — 1. Viszont ha
a®* =1 (mod m), akkor d | m | a® — 1, s itt az ellentmondas.

19.1. A rend alaptulajdonsagai
19.4. TETEL. Legyen (a,m) =1 ést € N, ekkor
a'=1 (m) < om(a) | t.
19.4. TETEL BIZONYITASA. Eldsz6r tegylk fel, hogy o,.(a) | t.
Bebizonyitjuk, hogy a®* = 1 (mod m). Legyen

t = on(a)x.
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Ekkor:
a' = (a"m(a))ac =1"=1 (m).

Ezutan tegyik fel, hogy a® = 1 (mod m). Bebizonyitjuk, hogy
om(a) | t. Osszuk el t-t maradékosan o,,(a)-val:

t =om(a)x + v,
ahol 0 < y < o,(a).
at = q°~(@z | v = (aom(a))w .a¥ = a¥ (m). (19.2)

Feltevéslink szerint

a'=1 (m),

igy (19.2) alapjan:

a’ =1 (m).

De y < on(a), ezért a rend definicidja miatt (ugyanis a rend a
legkisebb pozitiv egész t, amelyre a* = 1 (mod m)), csak y = 0
lehetséges, s ekkor

t = op(a)xr, azaz on(a) | t.

19.5. TETEL. Legyenu,v € N, (a, m) = 1. Ekkor

a" =a (m) & u=wv (om(a)).

19.5. TETEL BIZONYITASA. Szimmetrikus okokbdl feltehetjlk,

hogy v > wv. A kongruenciat a”-val leosztva (itt hasznaljuk, hogy
(a,m) = 1). majd az 19.4. Tételt felhasznalva, kapjuk, hogy

au

a’ (m) & a“ =1 (m)
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Sop(a)|u—v & u=w (om(a))
Végul bebizonyitjuk, hogy a rend mindig osztdja ¢ (m)-nek, ahol

m a modulus.

19.6. TETEL. Legyen (a,m) = 1, o,,(a) | ¢(m).

19.6. TETEL BIZONYITASA. Az Euler—Fermat-tétel miatt

a?™ =1 (m),
s igy az 19.4. Tétel alapjan

om(a) | ¢(m).

Példa: Szamitsuk ki a 13 rendjét modulo 59.
(13,59) = 1, ezért 059(13) 3. Tudjuk:

059(13) | ¢(59) = 58
050(13) € {1,2,29, 58}

Végignézve az eseteket:

1321 (59)

132=-821 (59)
Végil 13?° (mod 59)-et ismételt négyzetre-emeléssel szamoljuk
Ki:

13*=(-8)* =5 (59)

133 =52=25  (59)

131 =252 = —-24  (59)
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132 =13'%.13%.13*.13 = (—24)-25-5.13 = —1
#Z1 (59)

igy kizarasos alapon:
059(13) = 58.

Hivatkozasok

[1] Abra, Steven Gordon, Cryptography Study Notes, Part Il, Num-
ber Theory, Discrete Logarithms, link.
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20. Primitiv gyokok

A primitiv gybkodket Gauss definialta a Disquisitiones Arithmeti-
cae (1801)-ben. Gyakorlatilag ez az egyetlen mive Gaussnak, ahol
kévetkezesen (definicid, tétel, bizonyitas) ismerteti eredményeit. A
fogalomnak a mai napig fontos jelentdsége van a kriptografiai alkal-
mazasok miatt. De hasznalhaté maradékosztalyok gyors 6sszeszor-
zasa soran is. A fentiekrdl bovebben a kdvetkezo fejezetekben lesz
szo.

20.1. DEFINIiCI16. Egy g szamot primitiv gydknek neveziink modu-
lom, ha
om(g) = p(m).

Azt, hogy egy szam primitiv gydk-e ugy ellendrizzik, hogy kisza-
moljuk a rendjét.

O

Az el6z0 fejezetben mutattunk egy abrat, aza =1,2,3,...,16
hatvanyaival modulo 17. Ha megint ranézlnk erre a tablazatra, lat-
hatd, hogy a rend a z6ld sorokban maximalis (azaz = ¢(17) =
16). Igy modulo 17 6sszesen 8 darab primitiv gydk van. Ezek:
3,5,6,7,10,11,12 és 14.
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da a* a’ at a as a a a a at at ats a4 ats a
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 15 13 5 B 2 4 8 16 15 13 9 1
3 9 10 13 E 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6 1 |
4 16 13 B 4 16 13 1 4 16 13 1 4 16 13 1
5 8 6 13 14 2 10 16 12 9 1 4 3 15 7 1
6 2 12 4 7 8 14 16 11 15 5 13 10 9 3 1
T 15 3 4 11 g 12 16 10 2 14 13 6 8 5 1
8 13 2 16 B 4 15 1 8 13 2 16 H 4 15 1
9 13 15 16 8 4 2 1 9 13 15 16 8 4 2 1
10 15 14 4 6 9 5 16 7 2 3 13 1 8 12 1
11 2 5 4 10 8 3 16 6 15 12 13 7 5 14 1
12 8 11 13 3 2 7 16 5 9 6 4 14 15 10 1
13 16 4 1 /13 16 4 1 13 16 4 1 13 16 4 1
14 9 ¥ 13 12 15 6 16 3 8 10 4 5 2 11 ]
15 4 9 16 2 13 8 1|15 4 9 16 2 13 8 1
16 0 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1 16 1

Amikor egy a szamrdl, ahol (a, m) = 1 el akarjuk dénteni, hogy
primitiv gyok-e modulo m, akkor

a?™ =1 (mod m)

-et f6lésleges ellendrizni, hiszen ennek az allitasnak az igazsagat
tudjuk az Euler—Fermat-tétel miatt. igy az o,,(a) | ¢ (m) miatt csak
azt kell ellendrizni, hogy

dfp(m) d<ep(m)

esetén

a® # 1 (m).

20.2. TETEL. Egy g szam akkor és csak akkor primitiv gyék modu-
lom, hal, g, g>,...,g*"™ " redukélt maradékrendszer modulo m.

20.2. TETEL BIZONYITASA. Tegyuk fel, hogy g primitiv gyok.

Ahhoz, hogy beldssuk az 1, g, g?%,...,g*™ 1 redukalt maradék-
rendszer a 6.11. Tétel miatt harom dolgot kell ellendriznlnk:
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1,g,g%...,g°™~1 paronként inkongruensek modulo m, szamuk
p(m) és ((g, m) = 1 miatt) valamennyien relativ primek az m mo-
dulushoz. Az, hogy a halmazban a g hatvanyok paronként inkong-
ruensek onnan latszik, ha 0 < ¢ < 5 < p(m) — 1, akkor

7

g' =g’ (mod m)
esetén a 19.5. Tétel miatt

i=j (mod p(m)),

ami0 <1< g < p(m)—1,csakugy lehet, ha: = j. A masik két
tulajdonsag trividlis. igy a halmaz valéban redukalt maradékrend-
szer.

A megforditadshoz tegyulk fel, hogy a fenti g-hatvanyok redukalt
maradékrendszert alkotnak mod m. Ekkor (g, m) = 1, tehét 0,,,(g)
létezik, o,,(g) < (m). Tovébba g,g>,...,g?™ =1 egyike sem
lehet 1-gyel kongruens, mivel az 1, g, g%,...,g?"™~! halmazban
az elemek paronként inkongruensek. Tehét o,,(g) = ¢(m).

20.3. TETEL. Az m > 1 modulusra nézve akkor és csak akkor léte-
Zik primitiv gyok, ha m = p%, 2p®, 2 vagy 4, ahol p > 2 prim és
a > 0 egész szam.

20.3. TETEL BIZONYIiTASA. A tételt teljes altalanossagaban nem

igazoljuk. El6sz6r vazlatosan belatjuk, hogy ha m nem irhaté fel
m = p%, 2p®, 2 vagy 4 alakban (ahol p > 2 prim és a > 0 egész
szam), akkor nem létezik primitiv gyok. Azt viszont, hogy ha m ilyen
alaku, akkor létezik primitiv gydk csak abban az esetben latjuk be,

163



ha m prim. Ez utébbi a kévetkezd tételnek a specialis esete, en-
nek megfelelden a 20.4. Tétel ismertetése utan egy mondat erejéig
visszatérink erre az allitasra.

Lassuk tehat annak bizonyitasat, hogy ha m nem irhat6 fel m =
p%, 2p%, 2 vagy 4 alakban (ahol p > 2 prim és a > 0), akkor nem
|étezik primitiv gydk. Tekintsik m primtényezds felbontasat:

m — p?lp(z)Q .. .p?r.
Paritas vizsgélattal (és kilén vélasztva a kettdhatvanyokat és azt az
esetet, amikor p:* felirdsaban p; paratlan prim) belathat6, hogy ha

m # 2,4,p%, 2p*, akkor % egész szam, s6t mindig paros is, igy
@(m)

SO(Pi ) | T

teliestil. Tehat €72 = o (pf)x; alaky, ahol x; pozitiv egész. Az
Euler-Fermat tétel szerint minden (g, p;*) = 1 egész szdmra:

g?®" =1 (mod p5*).
Ezt x;-edik hatvanyra emelve:

gw(P?i)wi =1 (mod pf™)
g“"(m)/2 =1 (mod p;*)
gem/2 _ 1,

p;°
Ez utébbi m minden p;“ primhatvany osztéjara teljesul, igy:

m | g?™/2 _ 1
g?™/2 =1 (mod m).
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Azaz g rendje ¢(m)/2-nél nem nagyobb, igy g nem lehet primitiv
gyok. Mivel ez minden (g, m) = 1 maradékosztélyra teljesuil, ezért
nem létezik primitiv gyok.

Ezek utan ratérlink kévetkezo tétellinkre, mely adott rend( ele-
mek szamat pontosan meghatarozza.
20.4. TETEL. Legyen p primszam. Jeldlje h(d) az1,2,...,p — 1
elemek kézll azoknak az x-eknek a szamat, amelyekre

op(x) = d.
Ekkor nyilvan h(d) = 0, had 1 p — 1, tovabba
h(d) = ¢(d), ha d|p—1.
E tételbdl kdvetkezik az el6zo tétel specidlis esete, nevezetesen:

ha m prim, akkor 3 primitiv gy6k. Soét, az is vilagos, hogy ebben az
esetben a primitiv gyokok szama ¢ (p(m)).

20.4. TETEL BIZONYITASA. Mivel a rend osztéja ¢(p) = p — 1-nek,
igy h(d) =0,had{p — 1.

A bizonyitas soran fontos szerepet fog jatszani a kévetkez6 azo-
nossag:

> h(d) = Y |{z : ox) = d}]

:Z’{w:l < op(x) Sp—l}’

=p—1.
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Mivel d 1 p — 1 esetén h(d) = 0, igy egyuttal

> h(d)=p-1 (20.1)

d|p—1

egyenletet is igazoltuk.
A kbvetkezd Iépésben megmutatjuk, hogy
h(d) < ¢(d).
Ha nincs d-edrendl elem, akkor
0 = h(d) < ¢(d)

valoban. Kovetkezik az az eset, amikor van egy d-edrendl elem,
mondjuk: a. Az

z?=1 (mod m) (20.2)
kongruencianak a fokszamtétel (14.4. Tétel) miatt < d megoldasa
van, s a hatvanyai a®, a', ..., a?"! paronként inkongruens szamok
(lasd 19.5. Tétel) valdoban megoldasai (20.2)-nek, hiszen

(@)= (aV) =1"'=1 (p).

igy (20.2) megoldasai: © = a°,a’,...,a% ' (p). Ezutan belatjuk,

hogy 0 < t < d — 1 esetén a’ rendje pontosan . Valéban, ha

(a’)* =1 (mod p)

0
a™ =1 (mod p)
¢ (Id. 19.4. Tétel)
op(a) | ta

X
166



d| tx
¢

d
| .

(t,d)

A legkisebb pozitiv egész = amire a fentiek teljesliinek az a' rendje

_d_

modulo p, és ez pedig pont )

igy a' rendje d, akkor és csak akkor, ha (t,d) = 1. Ez alapjan
h(d) = ¢(d). Kdvetkezesképp h(d) < ¢(d).

igy (20.1) alapjan tudjuk:

p—1= Y hd< Y o).

dlp—1 d|p—1

Ezutan a kdvetkezo6t fogjuk hasznalni.

20.5. LEMMA.

> @(d) = n.

dln
20.5. LEMMA BIZONYITASA. A Lemma megegyezik a 17.22. Tétel-

lel, ahol is mar ismertettlk a bizonyitast.
A lemma alapjan:

p—1=> h(d)< ) ¢d)=p—1.

d|p—1 d|p—1

Itt egyenldség kell, hogy fennalljon, ami csak akkor lehet, ha Vd |
p — 1-re h(d) = ¢(d), ami éppen a bizonyitandd allitas volt.

20.6. TETEL. Legyen a modulus egy p primszam.
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(i) Egy primitiv gydk i-edik hatvanya akkor és csak akkor primitiv
gyok, ha (i,p — 1) = 1.

(ii) A paronkent inkongruens primitiv gybkdk szama ¢(p — 1).

20.6. TETEL BIZONYITASA. g® primitiv gyok < g%, g**,...,gP~1®
RMR mod p & z,2z,...,(p— 1)z TMR mod p — 1 < (x,p —
1) = 1.

Végezetll egy megjegyzés:
gP /2 =_1 (mod p),

ha p pératlan prim, hiszen g»~1/2 £ 1 (mod p), mivel g rendje
p — 1, és a kis Fermat tételbdl adéddéan pedig p | g»1 — 1 =
(g(p—l)/2 — 1)(g(p—1)/2 +1).

Vagyis g(P~1)/2te = _g% (mod p) is teljesiil paratlan primek
esetén.

Hivatkozasok

[1] Carl Friedrich Gauss, Disquisitiones Arithmeticae (1801),

[2] Abra, Steven Gordon, Cryptography Study Notes, Part Il, Num-
ber Theory, Discrete Logarithms, link.

[3] Abra, g betf, link.
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21. Diszkrét logaritmus (index)

Gauss [1] megfogalmazta a ,logaritmus flggvény” moduléris
analogonjat, a kévetkezokkel:

21.1. DEFINICIO. Legyen p prim, g primitiv gyék modulo p és
(a,p) = 1. Ekkor a-nak a g alapu diszkrét logaritmusan vagy in-
dexén azta0 < k < p — 2 szamot értjik, amelyre

a=g" (p)-

Jelglés: k = ind, a.

Azonban, ha abrazoljuk a diszkrét logaritmus flggvényt, akkor a
logaritmus flggveny esetében j6l megszokott folytonos abra helyett
egy diszkrét pontokbdl allé abrat kapunk, amelyen a pontok elosz-
lasa véletlenszer(inek tlnik. Példaul, a kévetkezd abran a g = 3
modulo 31 primitiv gyokre dbrazoljuk az « — ind, () figgvényt:

25 4 L]
20 1 ®
15 ®

104 L ]

Ha a = b (p), akkor nyilvan
ind, @ = indy b.
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A 19.5. tétel miatt (hiszen o,(g9) = ¢(p) =p — 1)

g=¢g" (modp)=s=t (modp—1).

lllusztracidként mellékellnk egy ,hatvany” és egy ,indextablaza-
tot” modulo 13:

Ekkor g = 2 primitiv gyok. A hatvanytablazat a kévetkez6

jlol1]2|3]4]5| 6] 7|8]9]10]11
29 (13)|1]2|4/8|3|6/12]11|9|5|10| 7

Az indextablazatot ugy kapjuk, hogy a modularis hatvanyozas
inverz miveletét végezzik, azaz az abran az alsé és felsd sor meg-
cserélodik (pl. ha a hatvanytablazatban a 9 alatt az 5 van, akkor az
indextablazatban az 5 alatt van a 9):

a |[1|2]|3]4|5]|6] 7|8|9]10]11]12
inda |0|1]4/2]9|5(11|3/8[10] 7| 6

21.1. Binom kongruencia megoldasa indextablazat-
tal

Az alfejezetben ismertetésre kerlld modszert egy példaval il-
lusztraljuk:

Példa: Oldjuk meg az

kongruenciat.
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El6sz6r megnézzik, hogy = 0 (mod 13) megoldas-e vajon.
Mivel a valasz nem, ezért elég a (x, 13) = 1 esetet nézni a tovabbi-
akban. Ekkor ind x létezik, tehat nem kerulink gondba, ha minden
szamot egy primitiv gyok hatvanyakeént irunk fel.

Ehhez kereslnk egy g primitiv gyokét mod 13. llyena g = 2
példaul. Elkészitjlik a hatvany és indextablazatot, esetlinkben az
el6zbleg megadott két tablazat. Ekkor:

52?2 =6 (13)

2ind25 . (2ind2m)22 = (2iﬂd26) (13)

2iﬂd25+22 indzcc = 2ind26 (13)
ind25 + 22|nd2$ = ind26 (013(2)),

ahol 013(2) = ¢(13) = 12. Az indextablazatot hasznalva:

9+ 22indyz = 5 (12)
22ind, x = 8 (12)
10ind, = = 8 (12)

Itt (10,12) | 8 miatt a kongruencia megoldhaté. A kongruenciat
2-vel osztva:

5indyz = 4 (6).
A linearis kongruencia megoldasa

ind2 =2 (6)
indyz = 2, 8 (12)
x = 2% 28 (13).
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A hatvanytablazat alapjan:

r=4,9 (13).

Régebben eldre elkészitett indextablazatokat hasznéltak mara-
dékosztalyok szorzasahoz. Ennek alapja a kdvetkezd: (a,m) =
(b, m) = 1 esetén:

ab = ginda . gindb — ginda+indb (mod m)

igy a szorzas egy 6sszeadassa redukalddik.

Az indextablazatokat adott modulusra elég volt egyszer elkészi-
teni, és aztan tetszdleges szorzashoz hasznalhatéak voltak tekintve
az adott modulust. Természetesen ez a mddszer csak akkor alkal-
mazhatd, ha modulo m létezik primitiv gyék, azaz m = p®, 2p<, 2
vagy 4 alaku, ahol p > 2 prim és a > 0 egész szam.

A kdvetkezdkben a binom kongruenciak megoldhatésagara vo-
natkozd tételt ismertetjik:

21.2. TETEL. Legyenp primés (a,p) = 1. Az

¥ =a (mod p) (21.1)
kongruencia akkor €s csak akkor oldhato meg, ha
a®rD =1 (mod p). (21.2)

Megoldhatésag esetén a paronként inkongruens megoldasok sza-
ma (k,p — 1).
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21.2. TETEL BIZONYIiTASA. Keressik a megoldast

ind x

r=g (p)

alakban, ahol g egy rogzitett primitiv gyok. Ekkor (21.1) kongruencia

gkz ind x — gind a (p)

alakba irhatd, amibdl
kindz =ind a (p—1) (21.3)

kovetkezik. A (21.3) egy lineéaris kongruencia, ami akkor oldhat6
meg, ha
(k,p—1) |ind a, (21.4)

s ebben az esetben a megoldasok szama (k,p — 1).
Végul megmutatjuk, hogy (21.4) ekvivalens a kévetkezovel:
a®r =1 (mod p).

Valdéban

ind a

QT = (g = oS ()

Ezért a 19.4. Tételt hasznalva lathatd, hogy a®r1 = 1 ekvivalens

azzal, hogy
inda .
p—1| (P—l)m < (k,p—1)|inda.
Hivatkozasok

[1] Carl Friedrich Gauss, Disquisitiones Arithmeticae (1801),

[2] Abra, diszkrét logaritmus mod 31, sajat készités(i a Software for
Algebra and Geometry Experimentation programmal.
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22. Diffie—Hellman kulcscsere

Amennyiben a modulus nagyon nagy, a diszkrét logaritmus, mas
néven index lassu kiszamithatésagan mulik az egyik leghiresebb
kulcscseréld eljaras a kriptogréafiaban.

A Diffie-Hellman [1], [2] kulcscsere a nyilvanos kulcsu kriptog-
rafia egyik legfontosabb fejezete, melyben a felek ugy szeretnének
megallapodni egy kdz06s titkos kulcsban, hogy ha minden kommu-
nikaciojuk nyilvanos, masok akkor se tudjak kitalalni a k6zos titkos
kulcsot. Az eljaras Merkle egy 6tletén [2] alapul.

TegyUk fel, hogy Aliz és Bob, akik most egymastdl tavol van-
nak (mondjuk mas-mas orszagban), félnek attdl, hogy a csatornat,
amelyen kommunikalnak (telefon vagy email), lehallgatjak. Hogyan
allapodhatnak meg egy k6zds titkos kulcsban?

Tekintstk a legegyszeriibb esetet, amikor a kozos kulcs Z7-nek
egy (véletlen) eleme kell, hogy legyen. Aliz valaszt egy titkos 1 <
a < p — 1, Bob valaszt egy titkos 1 < b < p — 1 egész szamot, és
ezt soha nem mondjak ki, titokban tartjak.

Megallapodnak egy kézds g primitiv gybkben mod p, ezt akar
nyilvanossagra is hozhatjak. Az se feltétlen szilkséges, hogy g pri-
mitiv gyok legyen (bar idedlis esetben az), elég, hogy g rendje na-

gyon nagy.
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Aliz gyorsan ki tudja szamolni g®°-t, hiszen Bob elkildte neki g°
(mod p)-t, a € Z-t pedig 0 talalta ki, igy g*® (mod p) gyorsan

szamolhat6 egy egyszerll modularis hatvanyozassal:
b)a

Aliz: g** = (g (mod p)

Bob hasonléan jar el, tehat mindketten ki tudjak szamolni g2

(mod p)-t.

Tegyiik fel, hogy Eva lehallgatja a csatornat. Ekkor a-t és b-t 6
nem ismeri, ezeket Aliz és Bob fejben tartotta, viszont esetleg meg-
szerzi

g9,9%¢"  (mod p)
értékét. Evanak ekkor g® (mod p) kiszamolasahoz, ekkor az un.
Diffie—Hellman problémat kell megoldania. Ez:
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Diffie—Hellman-probléma: A p prim, g primitiv gyok, valamint g* és
g® (mod p) ismeretében szamitsuk ki g?* (mod p)-t. Roviditése:
DHP.

Sejtés. A Diffie—Hellman-probléma megoldasara nincs gyors algo-
ritmus.

A Diffie-Hellman kulcscsere eljaras biztonsaga azon mulik, hogy
Eva (elegendden nagynak valasztott p prim esetén) még nagyon
gyors szamitégépek segitségével sem tudja belathatd idéon megol-
dani a DHP-t.

Egy kapcsol6dd probléma a diszkrét logaritmus probléma, me-
lyet a kdvetkezd

Diszkrét logaritmus probléma: Adott ¢ € 7Z," és g primitiv gyok
esetén szamitsuk ki azt az x-et, melyre

c=g" (mod p).
Roviditése: DLP.

Vilagos, hogy ha a DLP-re ismert gyors megoldas, akkor DHP-re
is, hiszen

g%, g°~> a,b adott ~> (g*)* = g** (mod p)

DLP-vel Modularis hatvanyozas

Nem vilagos azonban, hogy ha DHP-re ismert gyors megoldas,
akkor DLP-re is. Az az altalanos feltételezés, hogy ez a két probléma
ekvivalens. De ez csak sejtés.
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Az eljaras konnyen altalanosithaté Z3-rol, n-ed rendl ciklikus
csoportokra, ahol a primitiv gyok szerepét a csoport generatoreleme
veszi at.

Hivatkozasok

[1] W. Diffie, M. E. Hellman, New Directions in Cryptography, |IEEE
Transactions on Information Theory. 22 (6) (1976).
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23. Masodfoku kongruenciak

Méasodfoku kongruenciakat sokan tanulmanyoztak a térténelem
soran: Fermat, Euler, Lagrange, Legendre, de a szisztematikus le-
irasukat Gauss adta meg el6szér. Mivel pl. Fermat kordban nem vol-
tak matematikai Ujsagok, sok akkori eredmény levelezésekbdl ma-
radt rank.

Kiindulépontunk a binom kongruenciak megoldhatésagara vo-
natkoz6 21.2. Tétel. Ezt a tételt a k = 2 kitevore alkalmazva a
kdvetkezot kapjuk:

23.1. TETEL. Legyen p paratlan prim és (a,p) = 1. Ekkor az
2=a (p) (23.1)
kongruencia megoldhatésaganak sziikséges é€s elégséges feltetele
az =1 (p) (23.2)

teljesdlién. Ha (23.2) fennall, akkor a megoldasok szama 2.

De vajon mely a maradékosztalyokra oldhat6 meg az (23.1)
kongruencia? A fenti kérdés motivalta a kbvetkezo definiciét:

23.2. DEFINICIO. Legyen m tetszbleges természetes szam, a egy
modulo m maradékosztaly. Amennyiben az

x?=a (mod m)

kongruencianak van megoldasa, akkor azt mondjuk, a kvadratikus
maradek mod m. Ha a fenti kongruencianak nincs megoldasa, ak-
kor azt mondjuk, a kvadratikus nem-maradék modulo m.
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Példa. Hatarozzuk meg a kvadratikus maradékokat modulo 7. Eh-
hez készitlink egy tablazatot:

x o|1/2]3]4|5]6
z? (mod 7) | 0|14 |2]2]4 |1

A fenti abrabdl leolvashatd, hogy a mod 7 kvadratikus maradé-
kok az 0, 1, 2 és 4 maradékosztalyok modulo 7, a kvadratikus nem-
maradékok a 3, 5 és 6 maradékosztalyok modulo 7.

Hasonl6 tablazatot készithetlink 11 esetén is:

m o|1/2]3|4]|5/6|7|8]9]|10]
z? (mod 11) |0 [14|9|5(3(3|5]9 4| 1

Most azt latjuk, hogy a mod 11 kvadratikus maradékok az
0,1,3,4,5 és 9 maradékosztalyok modulo 11, a kvadratikus nem-
maradékok a 2,6, 7, 8 és 10 maradékosztalyok modulo 11.

llyen tablazatokat 6sszetett modulus esetén is készithetlink, de a
legérdekesebb és legtbbbet vizsgalt esetek azok, amikor a modulus
primszam.

Az alabbi tablazat a Wikipédiadbdl szarmazik [7], és m < 75 ese-
tén meghatarozza a kvadratikus maradékokat. A piros szinnel jel6lt
maradékosztalyok olyan kvadratikus maradékokat jeldlnek, amelyek
nem relativ primek a modulushoz.
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23.3. DEFINIiCI0. Legyen p paratlan prim, és (a,p) = 1. Ha a kvad-

ratikus maradék modulo p, akkor az

quadratic residuses
meod i

0147
01,4, 569

01,3459

0.1,3,4.910. 12

01,24 76911
01,4 6910

6,1,49

OLZ 4 E91315
16

01,4, 79101316

0.1.4. 567911,
16,17

01,4 5978

01,4, 7.9,15,.16,18

0134 5911,12

14,15,16,.20
01,2 34,6891

13,1618

0149 1E16

| 0.1.4,6%11, 14,16,

19,21, 24

35

]

ET

45

48

47

4%

0.%,3,4,9.70, 12,13, 162225, 27, 3

a7,

guadratic residues mod n

0,1,3.4,9 790,72 13,04, 18,17, 22 23,25

071475701316 19.22.25

0,7, 4, 8,916 21,25

01,45 679131620, 22 73 24 25 28

004,65 7015 16,19, 21,24, 25

0,1,24,57,89.10,14, 16,18, 19, 20,25
28

0,1,4.9.18,17,.25

034,972, 1516 22,2527, 31

CBE13,1508,17,
333

16, 1% 21,25,
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0,7,.4,%,13 16,25 28

l 6,1.3,4,7.9 10,711, 12, 16,21,25,26 27,
2B, 30,33, 34, 36

01456701116 17,15,20,23,24,
25 26 28, 30,35 36

G
&

| 0,7.4,9, 16 20, 24, 25, 36

I 0,1,24,589 10,16 18 20,21, 23,25,
31,3233, 36,37, 30,40

01,4

. 1821, 2. 25, 28, 30, 36,

0,1.4,6,970,11,13,14,15.16,17.21, 23,
24,25 31,35, 36, 38,40, 4

0,1,4,5.9 12 16,40, 25 33, 36,37

094,910, 16, 19,25 31,34, 36,40

0,123 468912, 13,1618, 23 24 25
26,227,249, 31,32, 35, 36,39, 41

0122 467601214 16.17,18, 21,

24,25 27,328,323 34, 36,37, 42

07,49, 16,25, 33, 36

. 0,124 89 11,15 16 18,22 23,25 29,
30,32 36,37, 39, 43,44, 46

07,4, 6,9 51,14, 16,719, 21,24, 25 26, 29,
| 31,34, 36, 39,417, 44, 46, 45

57 | ©,1,4.6.7,.9,16, 19,24 2528 30,3

&l

b2

63

73

4

. 01,4913, 15 16 18,19, 27,25 3

0,1,3.4,7,9190, 791, 12 16,21, 25 26,27, 25,
41,44, 46,47, 4B, 4%, 53, 58, 62 63, &4, 65,67, 70, 71,73

quadratic residues mod n

34,36, 42, 43, 49
V3, 16, 17,25, 29, 3b, 40, 45, 49

0,1,4,9 12,

0.1,4.867.9,10,17, 13,15, 16,17, 24, 25, 28,29, 36, 37, 38, 40,42, 43,

44, 46 4T, 45, 52

0,1,4,7.9,10, 13, 16,19, 32, 25 37 78 31 24, 36 37 40,43, 46, 49, 52

O, 1.4 59,11, 14,15, 16, 20, 25; 26,31, 34, 36, 44, 45,49

0, 1,4, 89, 16, 25,28, 32, 36, 44, 49

39,42, 43 45 49 54,55

D,%,4,56,7,9 13, 16,20, 22 23, 24,25 2879, 30, 33,34, 35 26,38,
42 45, 49, 51, 52,53, 54, 57

01,34, 57,912, 1516, 17 19, 20, 21,22 25 26, 27, 28, 29,3536,

41, 45 46, 48 49 51, 53, 57

0, 1,4.9, 16,21, 24, 25 36, 40,45, 49

0,1,3.4.5,9,12, 13,14, 15,16, 19, 20,22, 25 37, 34, 36, 39, 41, 42 45,
46, 47, 48 48 52, 56 57, 5B &0

01,24, 5,7, 8.9 10,14, 16,18, 19,20, 25 38,37, 37,33, 35,36, 38, 30,
A0, 41, 45,47, 48, 50, 51, 56, 5%

0,1,4,7.9, 16,18, 22 25 I8 36 37 43 46 4% 5B

0,7,4.9, 16,77, 2533, 36 41,49, 57
0,1,4,9, 10,14, 16,25 25 209,30, 35 36, 29, 40,49, 51, 55, 56,61, 64

0,1,3.4:9, 12,15,

A, 60, &4

VXX 28 7, 31,33, 34,36, 37,42, 45 48, 40, 55,

0, 1,489,710, 14, 15,16, 17, 19,27,22, 23 24, 25 26,29, 33, 35, 36,
37,39, 40,47, 49, 54, 55 56, 50, 60, 62, 64, &5

01,489,793, 16, 17,21, 25, 32, 33 36,49 52 53 &l 64

81,546,972 13,16, 18,24, 25 27, 37, 36,39, 45 48,49, 52 54,55
58, 64

O,%5,4,9, 1, 14, 15,796,201, 25 26,30, 35 36,39, 4d_46, 49, 50, 51, 56,

- 0,123, 4,5 68 910,712,715, 16, 18,19, 20,24, 25,27,29 30, 32 36,
37,38, 40, 43, 45, 48, 49, B0, 54, 57, 58, £0, &4

0,7,4,9, 16,25 28 36,40, 49, 52, b

0.1,23, 4,689 12,16, 18,19, 23,24, 25 27 32, 35 36 37 3£ 41,46

48 49 50, 54, 55, 57, 61, &4, 65 67, 89,70, 71,72

33, 34,36, 37, 38, 40,

U040 6.%, 18,19, 21,24, 25 31, 34, 36, 39, 46,49, 51, 54, 61, 64, BE, 6%

p
téke legyen 1; ha az a kvadratikus nem-maradék modulo p, akkor

az

p

Legendre-szimbdlum értéke legyen —1.

Hap | a, akkor az (%) = (g) Legendre-szimbdlumot vagy nem

értelmezik, vagy azt mondjak, hogy az éertéke legyen 0.
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A Legendre-szimbdélumnak szamos szamelméleti bizonyitasban
fontos szerepe van, de tul az elméleti eredményeken kriptografiai
alkalmazasai is vannak.

Legyen p paratlan prim. Tekintsik a kdvetkezd szamokat
1%2,22,3%,..., (p — 1)2 modulo p. Ebben a sorozatban

z? =y* (mod p),
akkor és csak akkor all fenn, ha

plx?—y°
pl(xz—y)(z+y)
plz—yvagyp|z+y
x =1y (mod p)
r=yvagyp—y

Azaz az 12,2%,3%,..., (p — 1)* sorozat 25+ darab kiilénbdz ele-
met tartalmaz modulo p. Vagyis a nem-nulla kvadratikus maradékok

1

szama: ”%. Ebbdl adoddan a kvadratikus nem-maradékok szama

p—1

5
Ez az egyszerl tény motivalta, hogy a Legendre szimbdlum jol
alkalmazhatd pszeudovéletlen objektumok konstrualasa soran.

1997-ben Christian Mauduit és Sarkézy Andras [1] a kbvetke-
z06 konstrukciét adta meg véges binaris pszeudovéletlen sorozatok
konstrukcidjara:

Fra= () () (57))

Példaul, ha p = 11 ez a sorozat a kévetkezoképp illusztralhato:
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.=+1

=1

Az eddigiek alapjan, annak elddntésére, hogy egy szam kvadra-
tikus maradék-e vagy sem modulo m, egy « szamot végigfuttatunk
egy teljes maradékrendszeren modulo m, és megnéztik =2 lehet-
séges maradékait.

Ha csak egy darab a szamrol szeretnénk elddnteni, hogy kvad-
ratikus maradék-e, ez a mddszer meglehetdsen lassu.

1761-ben Euler talalt egy ennél gyorsabb mddszert abban az
esetben, ha a modulus prim, amelyben a Legendre szimbdlum ki-
szamitasanak alapja egy modularis hatvanyozas (Id. 7. fejezet). A
késObbiekben lesz sz6 egy ennél is gyorsabb modszerrdl, de eldbb
lassuk az un. Euler lemmat:

23.4. LEMMA. (Euler-lemma) Legyen p paratlan prim, (a,p) = 1.

Ekkor

a p—1

<—> =az  (mod p).
p

23.4. LEMMA BIZONYITASA. Amennyiben (2> = 1, akkor a 23.1.
p

Tétel alapjan valéban teljesul

Nézzik, mi a helyzet, ha <E> = —1 esetén. A 23.1. Tételben
b
lattuk:
a p—1
(—)zl < az =1 (p).
b
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Vagyis ha <E> = —1, akkor a’T %1 (p), azaz
p

p—1

pta® —
A kis Fermat-tétel alapjan
aP~ 1 =1 (p)-
igy:
pla”t -1

p—1 p—1
p | (aT—l) (aT—i—l),
depta™ —1 = p|a”® + 1. Azaz:

p—1

az =-1 (p).

Vagyis valéban ekkor is

(%) — _1=d"7 (p)

Az Euler-lemma kdvetkezményei az alabbiak.

23.5. TETEL. Legyen p paratlan prim, (a,p) = (b,p) = 1. Ekkor:

@ a=b (p)esetén <%>:<g>
(%”) () )

a2
= 1, altalaban is ( ) =1,

R
ks
~——

L1yt 1, ha p = 4k + 1 alakd,
—1, ha p =4k + 3 alaku.



23.5. TETEL BIZONYITASA A bizonyitas teljes kivitelezését az ol-

vasora bizzuk, az igazolas soran az Euler-lemmat kell hasznalni, a
kis Fermat tételt, és azt, hogy a Legendre szimbolum értéke a tétel-
ben csak +1 vagy —1 lehet.

A fejezetben (kicsit késdbb) a kévetkezdket fogjuk igazolni.

23.6. TETEL. (Gauss) Ha p paratlan prim, akkor

2 p2_1 1, hap = 8k £ 1 alakd,

p —1, hap = 8k =+ 3 alakd.

23.7. TETEL. (Gauss kvadratikus reciprocitasi tétele) Ha p és q
egymastol kiilénbézb paratlan primek, akkor

P — (_1)5%% (4) — <g>’ hap vagy q = 4k + 1 alaku,
(2) - (Z) —p(%), hap €sqis = 4k + 3 alaku.

Gauss 8 kllénbdzd bizonyitast adott a kvadratikus reciprocita-
si tételére. Ma mar azonban ennél sokkal tébb létezik. Példaul a
kdvetkezd weboldalon 334 kiilénbdz6 bizonyitast talalhatunk 6ssze-
gyUjtve, sok kézUllk teljes részletességgel megadva: link.

Miel6tt a tételeket belatnank, lassunk egy példat:

Példa. Megoldhaté-e az x> = —42 (61) kongruencia?

Ehhez meg kell hatarozni a o1 Legendre-szimbolum érté-

két. Ha ez az érték 1, akkor a kongruencia megoldhaté, ha —1,
akkor nem oldhaté meg. Az elsd 1épés soran faktorizalunk:

G-@@EE =
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https://www.mathi.uni-heidelberg.de/~flemmermeyer/qrg_proofs.html

Itt kiszamoljuk a jobboldalon allé6 Legendre szimbdlumokat a
23.5., 23.6. és 23.7. Tételek segitségével:

mivel 61=5 (7)

-t ()= () - () - -

mivel 7=2 (5)

Ezeket az eredményeket (23.3)-ba irva

<_G_‘i2>:1-(—1)-1-(—1)=1.

Vagyis az x? = —42 (61) kongruencia megoldhaté.

Lathatd, hogy a fenti algoritmusnak van egy lassu l1épése, neve-
zetesen, amikor faktorizalunk, ugyanis a faktorizaciés algoritmusok
nagy szamok esetében nagyon lassuak. Ezen Jacobi-szimbdlumok
hasznalataval segithetlnk, Id. a fejezet utolsé részét.

s , p . 2 p2-1 ,
Visszatérve az el6z0 két tételhez, vagyis (—) = (—1)"s és
Gauss kvadratikus reciprocitasi tételéhez, azok bizonyitasa Gauss
kdvetkezd lemmajan alapul.
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23.8. LEMMA. (Gauss-lemma.) Legyen p paratlan prim, (a,p) =

1. Tekintstik az a, 2a, 3a, . . ., P a egészeket és legkisebb nem-
negativ maradékaikat modulo p. Ha n jeldli azoknak a maradekok-

nak a szamat, amelyek nagyobbak, mint g, akkor

3)-cr

23.8. LEMMA BIZONYITASA. Legyenek r, 75, ..., r, azok a mara-
dékok, amelyek nagyobbak, mint g, a tébbi pedig sq, s2, . . . 4 Sk.

p—1
n+k=———
+ 2

, syt , . D
P—T1,p— To,P — T3,...,DP — T, SZamMok kilonb6zoek és 1 és 5

k6zé esnek.
p — r; # s;. Mivel ha p — r; = s; valamely j-re, akkor r; = pa
(p), sj = oa (p),ahol 1 < g, 0 < %.

D — T = Sy,

p—oa=oca (p),

oa +oca=p=0 (p), /:a, ahol(a,p)=1,
e+o=0 (p).

—1
Ez lehetetlen 1 < o, 0 < pT miatt. Vagyis

D—T1yD —T2yeeeyD — TpyS1yS2y...4Sk
, , e e , D ., p—1
paronkent kilonb6zok, 1 és > k6zé esnek, azaz 1,2,..., Y
szamok mas sorrendben. Osszeszorozva
p—1
pP—ri)p—17r2)...(p—1Tn)s182...5k = 12T
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Ez utébbi egyenletet modulo p nézve:

(=7r1)(—72)...(—7y)8182... 8k = 1-2-...-T (p),
(—1)"r1r2...rnsl...sk,z1-2-...-p7;1 (p),
(—1)”-a-(2a)...<p;1a>51-2-...-p—;1 (p),

(-1)"a"T =1 (p),

a's =(-1)"  (p).

Végul az Euler-lemmat alkalmazva kapjuk:

(4)=a" =" o).

p

6)-cor

amivel tétellinket bebizonyitottuk.

23.6. TETEL BIZONYITASA. A tételink kovetkezik az alabbi lem-

mabdl, amely késdbb Gauss kvadratikus reciprocitasi tételének bi-
zonyitasa soran is fontos szerepet jatszik:

23.9. LEMMA. Ha p paratlan és (a,2p) = 1, akkor <2> = (—1)},
P

(p—1)/2 ja 9 .
aholt = > [—] tovabba <—> = (—1)P /8,
—~ Lp P

23.9. LEMMA BIZONYITASA. Ugyanazt a jel6lést hasznéljuk, mint az

el6zo tételben. Az r; és s; egészek a legkisebb pozitiv maradékok,
amelyeket ja-nak p-vel valé osztasanal kapunk. A hanyados, mint

kénnyen lathato, [3—“] Akkor:
p
(p—1)/2 (p—1)/2 ja n k
> ja= ) p[—]JrZTjJrZSj
j=1 j=1 p j=1 j=1
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es
(p—l)/2 n

k n k
SIEED SIS SRS S o
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

és innen kivonassal kapjuk

(p—1)/2 (p—1)/2 ja n
(a—1) Z j=p< Z [—] —n) —i—ZZ'rj.
j:]_ j:]. p j:]-
De
(P—Zl)/2 - pz _1
] =
i=1 8
2 4 @=D/2 .
(a — 1)p = Z 1% _n (mod 2).
8 , | D ]
71=1
v 1)/2
Ha a paratlan, akkor n = Z “— | (mod 2). Ha a = 2, akkor
; D ]
Jj=1 =
2_1 217 —1
n = P (mod 2), mivel —J] =0,hal1<j< p?. Ezek

b
utdn lemmank kdvetkezik az el6z6 lemmabdl. Ezzel egyuttal a 23.6.
Tétel bizonyitasat is befejeztik.

Ezutan ratérhetink Gauss kvadratikus reciprocitasi tételének bi-
zonyitasara.

23.8. TETEL BIZONYIiTASA. Legyen S azon (x,y) parok halmaza,

p—1 q—1
amelyekre 1 < x < — 1<y< —

Az S halmazt két diszjunkt részhalmazra bontjuk:

S, elemei legyenek azok a parok, amelyekre gx > py, S elemei
pedig azok a parok, amelyekre gz < py.

Mivel gz = py nem lehet, ez valédi felbontasa az S halmaznak.
Az eddigiek a kdvetkezd abraval illusztralhatéak:
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ﬂ_ *4. | )
& k- RENE W
B 3ﬂﬂﬂw O
. ‘} Y B Sl NS R Lt bl
‘1 E |

—1
S1 az olyan (x,y) parok halmaza, amelyekre 1 < x < pT 1<

/2 oo
v < X Ezért S, elemeinek szama > [ ]

p — Lp
q—1
S, pedig az olyan (x,y) parokbdl all, amelyekre 1 < y < —
(g—1)/2 Py
1 << P Ezért S, elemeinek szama > [—]
q q
y=1

Ebbé! adédik, hogy

—1)/2 . —1)/2 .
(p—1)/ qj (p—1)/ pj p—1 q—1
D e D D b e IR
= el Z L

Innen az elézd tétel szerint (2) : <E> = (=1)= 7.
p q
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23.1. Jacobi-szimbolum

A Legendre-szimbdolum kiszamitdsanal a leglassabb 1épés az,
amikor a szamlalét primtényezokre bontjuk. Ez megkerllhetd, ha
ugynevezett Jacobi-szimbdlumot hasznalunk.

23.10. DEFINIiCI0. Ha P > 2 paratlan szam, a hozza relativ prim
egeész, akkor

#)=G) G) G

ahol P = p1®'py®2...p* a P primtényezds felbontasa. Az
egyenlet jobb oldalan Legendre-szimbdlumokat szorzunk éssze.

Ha P prim (a definicidbdl kdvetkezdleg), a Jacobi- és Legendre-
szimbdlum egybeesik.

Osszetett P-re, az X2 = a (P) kongruencia megoldhatésag

a
nem kapcsolddik az (F) Jacobi-szimbdlum értékéhez.

Példaul
=2  (15)

nem oldhaté meg:

15 | 2 — 2
3|x*—2
2 =2 (3),

ami nem oldhat6é meg. De

(3)- )+ ()=
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A Jacobi-szimbdlum tulajdonsagait a kévetkezo tételben foglaljuk
0ssze::

23.11. TETEL. Legyen P paratlan szam, és (a, P) = (b, P) = 1.
Ekkor:

_1> ( 1),,_1 1, ha P 4k + 1 alaku,_
P —1, ha P 4k + 3 alaku ’

2 P21 1, ha P 8k % 1 alakd,
(e) (F) = (—]_) 8 = :
—1, ha P 8k + 3 alaku

(f) Ha P és Q paratlan szamok, akkor
P P—1 Q-1 Q
(§) == (3)
Q P

Mivel most (f) nemcsak primekre, de paratlan ésszetett szamokra

is fennall, nem sziikséges a szamlalét primtényezokre bontani, csak
a kettdhatvanyt kell levalasztani.

2
Példa: Szamitsuk ki (6—1> Legendre-szimbolum értékét.

, , —42 —42
Mivel 61 prim: = — :
61 Jacobi 61 Legendre
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Ezentul Jacobi-szimbolumokkal szamolunk:

(o) = (&) (61) (&) =0 v (&)
gg (1) = (51) = (3)

23.11. TETEL BIZONYIiTASA. A Tétel a), b) és c) része egyszerl

kdvetkezménye a Jacobi-szimbdolum multiplikativitdsanak, ezeket itt
nem részletezzik.

A d) rész igazoldsahoz lassuk a kdvetkez6t: Legyen P =
p1t...p.*. Ekkor:

-G -G
= <(_1),,12__1>a1 e ((—1)’”’7_1)“’”

— (_1)a1-p12_1+...+aT”r2_1.

Ez pontosan akkor +1, ha a >, _5 (noa 4) @ PAros, ami viszont
ekvivalens azzal, hogy P egy 4k + 1 alaku természetes szam.

Kdvetkezobleg ratérlink az e) rész bizonyitasara:

&) =G G
((—1)”12{1> L ((—1)”’“28‘1)%
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 (Cpyer B et

pi’—1

Az, hogy ez a kifejezés —1 vagy +1, attél fiigg, hogy > «;

paros-e vagy paratlan. Ha bebizonyitjuk, hogy

pl—1 P?2-1

i = d2),
Za 3 3 (mod 2)

készen vagyunk.

Ehhez
p?—1 1 (mod 2), hap=+3 (8),
® 0 (mod2), hap==+1 (8).
Ez alapjan
2 2
pi-—1 pi’—1
i = mod 2
«o; paratlan
= Z 1 (mod 2).
p;=13 (8), «; paratlan
Masrészt
P2—]_ p12ai...pr2aT—]_

- 9

8 8
P2 = 1 (mod 16), hap =41 (8),
9 (mod 16), hap =43 (8),

)
1 (mod 16), ha «; paros
_20(,' <

vagy p = £+1 (8),

9 kulonben.

\

> 1
p1204i . przaT = 9 p; =13 (8), a; paratlan (mod 16)
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1, ha 3 1 péros,
p;==+3 (8), o paratlan

9, ha > 1 péaratlan (mod 16).

p;=13 (8), «a; paratlan

o\

4

Paros, ha > 1 péros,
p1?°l..p,2or—1 __ ) pi=+3 (8), a; paratlan
8 _ z V4
paratlan, ha > 1 paratlan.
p;=+£3 (8), «; paratlan

\

Ebbdl pedig kdvetkezik az allitas.

Végul ratérlink az f) rész bizonyitasara: Legyen P = pips ... p,,
ahol most a p; primek kbzott azonosak is lehetnek. Tovabba, legyen
Q = q1q2 . .. qs, ahol most a q; primek kdzott azonosak is lehetnek,
fontos, hogy p; # g;. A Jacobi-szimbdlum multiplikativitasa miatt:

2)" (o) (5)= ()
<Q 1991,153'58 g/ \P 19571,133'9 pi

Legyen a p; primek k6z6tt v darab, a g; primek kozétt v darab 4k+3
alaku egész szam. Gauss kvadratikus reciprocitasi tétele alapjan
ekkor uwv darab p;, g; parra teljesul, hogy

()=-(G):

a t6bbi parra pedig azonos a kongruencia bal és jobb oldalan allé
Legendre szimbo6lum. Vagyis:

(@)= (5)

Viszont itt uv pontosan akkor paratlan, ha u és v is paratlan, ami
azzal ekvivalens, hogy P és Q is 4k + 3 alaku. Ezzel a tétel allitasat
belattuk.
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23.2. Négyzetgyokvonas modulo p

Az eddigiekben sz6 volt arrél, hogy egy =2 = a (mod p) mikor
oldhaté meg, de arrél nem, hogy ha ha megoldhatd, hogyan lehet
egy « megoldast megtalalni?

Els6re talan meglepd, de erre is vannak gyors algoritmusok.
llyen pl. az un. Tonelli-Shanks algoritmus, melyet Shanks [6] 1973-
ban publikalt, aki kifejtette:

,Azért késtem leirni a térténelmi utalasokat, mert kdlcsénadtam
egy bardtomnak a Dickson’s History 1. kdtetét, és soha nem kaptam
vissza.”

Tehat Dickson kdnyve szerint az algoritmus redundansabb valto-
zata mar 1891-ben létezett, és Tonelli [3] nevéhez kétddik.

Ismert egy masik algoritmus is négyzetgybkvonasra, Perelta [5]
algoritmusa, amelynek egy tgyes 2 x 2-es matrixokra alapulé ismer-
tetését Robin Chapman jegyzete [2] adott meg.

Mindkét algoritmus elolvashaté Szamitégépes Szamelmélet ci-
mi egyetemi jegyzetem [4] 6.4 és 6.5 fejezetében.

Hivatkozasok

[1] C. Mauduit, A. Sarkdzy, On finite pseudorandom binary sequ-
ences |: Measure of pseudorandomness, the Legendre symbol,
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24. Titkositasok

24.1. Mono-alfabetikus rejtjel

Régebben a tdrténelem soran az egyik leggyakoribb titkositas
az un. mono-alfabetikus rejtjel volt, amikor minden betiit egy szim-
bélummal helyettesitlink, de ugyanazt a betit mindig ugyanazzal a
szimbdlummal. Ennek egy kissé egyszerUsitett formajat mar Caesar
is hasznalta.

Kutaték, rejtjelfejtok a mai napig gyakran kerllnek abba a hely-
zetbe, hogy egy mono-alfabetikus rejtjelet kell megfejtenitk, és nem
csak akkor, amikor titkositasrol van sz, hanem példaul, ha egy uj,
eddig nem ismert térténelmi irasmddot szeretnének megfejteni.

A mono-alfabetikus rejtjel illusztralasra, nézzik meg pl. a magyar
rovasirast:

- \\
HOAAIT AMOH H4+49-0303I
Székely-magyar rovas jelsor

3

%

CX OW —
NS00 —— I

< CXX OO ——
<A LZEOO IXX T+

ESRE—zZzUOH 0T
<TXu>ZIaao>Sn-=>
XT X LO T® wX

SN0 M mar > A
G 9NIASImMmAL > N

N
1%

Korszerl egységes jelkészlet
Rovas Alapitvany 258 www.rovas.info
it

A\ 2
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Amennyiben valaki nem ismeri, hogy melyik szimbolum melyik
betlinek felel meg, a rejtjel megfejtése akar érakba is beletelhet. De
a megfejtetés nem lehetetlen; pl. a magyar abécében a leggyako-
ribb betli az E betl, a titkositott szévegben legtébbszor eléforduld
szimbdlum az E betlinek felel meg. Hasonl6an megtalalhat6 az abé-
cé masodik majd harmadik leggyakoribb betl kddja is, ez a magyar
abécében az A majd a T betd.

Ezek utan lehet még révid szavacskakat is vizsgalni, pl. a ma-
gyar nyelvben nagyon gyakori az ,AZ” sz6cska, vagyis az A betlt
kodjat gyakran kéveti a Z betl kddja.

Ha az olvas6nak van kedve és ideje, érdemes elolvasni a rejtjele-
zés talan legkorabbi és minden bizonnyal leghiresebb irodalmi meg-
jelenését, Edgar Allan Poe Aranybogar cimi novellajat [5], melyben
lényegében egy monoalfabetikus rejtjel megfejtése térténik.

24.2. Vernam-féle titkosito eljaras

Tegyik fel, hogy titkositani szeretnénk egy széveget. A modern
titkositasi rendszerek legelsd |épése, hogy a széveget egy szamso-
rozattal irjuk le.

Példaul, a sz6veg minden betljéhez hozzarendellnk egy 0,1 so-
rozatot:

A: 000001 B:000010 C:000011 D:000101 E:000110 E: 000111
F: 001000 G:001001 H:001010 1: 001011 i:001100  J: 001101
K:001110 L:001111 M: 010000 N:010001 ©:010011 ©:010100
0:010101  ©:010110 P: 010111 Q: 011000 R:011001 S: 011010
T:011011  U:011100 U:011101 U:011110 U:011111  V: 100000
X:100001 Y:100010 Z:110011
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Az ily modon kodolt széveget kdnnyl visszafejteni betll gyako-
risagelemzéssel. (Példaul a magyar nyelvben az E betl a leggya-
koribb, igy a kddolt szévegben a 000110 fog eléfordulni leggyakrab-
ban.)

Ezért ezt a szdmsorozatot muszaj titkositani.

A Vernam-féle titkositd eljaras [7] soran a szamsorozatként leirt
szbveget ugy titkositjuk, hogy bitenként 6sszeadjuk egy pszeudové-
letlen sorozattal.

Uzenet : (ay,...,an) € {0,1}
@ Titkos kulcs : (e, ...,en) € {0,1}Y
Kodolt tizenet : (fi,..., fn) € {0,1}7.

Osszeadasi szabaly:

000=0, 1H1=0,
0@p1=1, 1H0=1.

Az eljarast az |. vilaghaboru soran talalta ki Vernam, de a mai
napig a legbiztonsagosabb titkositasi mddszerek k6zé tartozik.

Ha a kulcs valédi véletlen sorozat, akkor a titkositas soran az
Uzenet minden bitje (egymastdl fliggetlenil) azonos valészintséggel
valtozik meg illetve marad ugyanaz. Ezért ekkor ez a titkositasi mod
t6kéletes biztonsagot ad.

A Vernam-féle titkositd eljaras egyetlen hatranya, hogy a titkos
kulcsnak ugyanolyan hosszunak kell lenni mint az Gzenetnek.
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A valodi véletlen sorozat generalds hosszu, faradsagos és kolt-
séges folyamat. Ezen manapsag ugy segitenek, hogy szamitdgé-
pek és szamelméleti algoritmusokkal definidlnak véletlennek tind
uan. pszeudovéletlen sorozatokat.

A terileten irt els6 cikkikben, 1997-ben Mauduit és Sarkdzy [4]
a kdvetkezd konstrukciét adta meg a Legendre szimbdlum felhasz-

o= (-0 (557)

Ez az konstrukcié azonban minden p primre csak egyetlen so-

nalasaval:

rozatot ad meg. EgQy lOgyes oOtlettel Hoffstein és Lieman [2] ezt a
konstrukciét ugy terjesztette ki, hogy minden egyes p primre tébb
sorozatot tudunk generalni egyszerre, megadva ezzel pszeudové-
letlen sorozatoknak egy nagy csaladjat:

E,(f) = <<fi,1)> ) (ff)) e <%>> ahol most (%) % .

Példaul, hap = 11, f(x) = =>+1 ez a sorozat a kévetkezéképp
illusztralhato:

A fentiekkel megadott sorozat minden egyes polinomra meg-
ad egy pszeudovéletlen sorozatot. Hoffstein és Lieman azonban
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nem bizonyitottak semmit a sorozat pszeudovéletlen tulajdonsagai-
rol, csak allitottak, hogy erbs pszeudovéletlen tulajdonsagokkal ren-
delkezik. Goubin, Mauduit és Sarkdzy [3] belattak, hogy néhany
nem tul erds kikotést téve az f polinomra ezek a sorozatok statiszti-
kai vizsgéalatok segitségével nem kilénbdztethetd meg a valédi vé-
letlen sorozattol.

Amennyiben a Vernam-féle titkositd eljaras soran a fenti
Legendre szimbdlummal megadott pszeudovéletlen sorozatot hasz-
naljuk kulcsként, a kommunikacidéban résztvevo feleknek elegendd a
p primben és az f polinom egyultthatéiban megallapodni. Ezekben
a szamokban megéallapodhatnak pl. a Diffie-Hellman kulcscseréld
eljaras keretében (Id. 22. fejezet), vagy pedig a hires RSA-eljaras
keretében, melyrdl bdvebben a kdvetkezd alfejeztben lesz szé.

24.3. RSA

Ron Rivest, Adi Shamir és Len Adleman [6] az 1970-es évek
kbézepe tdjan megalkotta az egyik legismertebb titkositasi eljarast, az
RSA-t. (Az RSA elnevezés a szerzok nevének kezddbetlibdl ered...)

Az RSA j6 ideig szamtalan informatikai, szamitogépes, kommu-
nikaciés rendszerben jelentds szerepet jatszott. Az alkalmazasok
soran nagyon fontos a koérlltekintd implementalas, és hogy az alap-
vetd biztonsagi szempontok mellett, az aprésagoknak tlind dolgokra
is Ugyeljunk. llyen pl., hogy az algoritmusban szerepld két prim p és
g nem lehet kbzel egymashoz, de mas fontos feltételek is vannak,
melyek részletezésére a fejezetben nem térink ki.

A kovetkezdkben ismertetjik az RSA titkositasi algoritmust.
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Legyen N = pq két nagy prim szorzata (n /2 darab szamjegybdl
all mindkettd), ezt az N -et nevezzilk RSA modulusnak. Napjainkban
N tipikus hosszusaga 2048 bit, amely 617 decimalis jegyet jelent.
Eleinte az n = 128 bites modulus is biztonsagosnak bizonyult, majd
a tamaddasok és technika fejlddésének hatdsara folyamatosan néve-
kedett: 256, 512, 1024 majd 2048 bitre.

Legyen e, d két egész szam, ahol
ed=1 (mod ¢(IN)).

Itt N = pg miatt o(IN) = (p — 1)(g — 1). Az e-t nyilvanos, mig a
d-t privat exponensnek nevezzuk.

Az (N, e) paros a publikus kulcs, mig az (N, d) paros a privat
vagy maskeépp titkos kulcs. Ez utdbbit csak az a személy ismeri,
akinek a titkositott Gzenetet kuldjik, és aki dekodolja majd az lze-
neteinket.

Az Uzenetet tekinthetjik egy egész szamnak, amelyre 0 < M <
N. (Az egyszerlség kedveéert most feltesszik, hogy (M, N) =1
teljestl az Uzenetre. Ez az Uzenet esetleges kis modositasaval
kdnnyen elérhetd. Valéjdban azonban nincs szikség erre a felté-
telre, csak az 4ltalanos esetben a dekodolas bizonyitdsa par sorral
hosszabb a lentieknél.)

A titkositott Uzenet
C =M° (mod N) <« RSA flggveéeny.

A dekddolas
ed=1 (mod ¢(IN)) miatt
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Jk € Z*, melyre ed = ko (N) + 1. Az Euler-Fermat tétel alapjan
M =C% (mod N) ez adekddolas,
ugyanis

Cl= (M®)* = MFeMNH = (M‘P(N))k =M -1F
=M (mod N).

\\/(aL\ua‘JULCO
Y

b 2
. Crotorna Delebddolao :
J2angt: M
g c _cd (med N)
[tkosites => M =0

C =M (med N)

i ’{L(,‘J'}CC/D .
St N =py nyeluduoe, de Pr¥

Az RSA algoritmusban M — M¢ (mod N) egy egyirdnyu
flggvény, mivel a titkositds a publikus kulcs (N, e) ismeretében
kénnyen elvégezhetd modularis hatvanyozassal, melynek iddigénye
O(log e(log N)?) bitoperacio, azonban az invertalas d (azaz a pri-
vat) kulcs ismerete nélkil nagyon nehéz.

Az RSA tamadasok nagyobb része arra iranyul, hogy d ismeret
nélkdl, hogyan lehetne invertalni az RSA flggvényt. Pontosabban
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fogalmazva, ha csupan (IV, e, C) harmas adott (és p, g, d titkos)
akkor képesek vagyunk-e az eredeti M (zenetet C-bdl visszaallita-
ni.

Megjegyzés: p, q, e-bdl d szdmolhato, ekkor ugyanis d az

et=1 (mod (p—1)(g—1))

linearis kongruencia megoldasa. De p, q titkos, csak N = pq adott,
p, q ismeretéhez IN-et faktorizalni kell, ez azonban nagy IN szamok
esetén nagyon-nagyon lassu. Amennyiben a p és q primek elég
nagyok, akkor az IN faktorizélasa annyi idobe telne még modern
szamitogépekkel is (pl. tébb évezred), amely valdjaban kivarhatat-
lan.

Mig a faktorizasra nem ismert gyors algoritmus, a forditott iranyu
miveletre, azaz p és q ismeretében a szorzat N = pq kiszamola-
sara vannak nagyon gyors algoritmusok.

Az RSA-rol a fentieknél bovebben a Szamitdégépes Szamelmélet
[1] jegyzetben irtam, beleértve azt is, hogy a helytelen alkalmazasok
soran milyen buktaték lehetnek.
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25. Primszamok szama

A fejezetben foként w(x)-re adunk minél élesebb becsléseket,
bar a létezd legélesebb becslések bizonyitdsa messze tul megy a
jelen jegyzet keretein, ugyanis mély és technikas analizisbeli eszko-
zOket kivan.

A fejezetbeli bizonyitdsok és tdrténeti attekintés egyrészét
Szalay Mihaly, Szamelmélet [18] tankdnyve alapjan készitettem, né-
hol azonban aprobb kiegészitésekkel és abrakkal.

Legendre mar 1798-ban azt sejtette, hogy = (x) becsilhetd egy

% alaku kifejezéssel, ahol A és B allandok.
ogx+B

A sejtés igazolasa felé Csebisev [19], [20] tette meg az elsd nagy
lépést (1848 és 1852 kdzbtt), mégpedig annak bizonyitasaval, hogy
m(x) az «/ log x két konstansszorosa kozé esik. Tételét az alabbi

formaban mi is igazoljuk:
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25.1. TETEL. (Csebisev) Hax > 2, akkor

0.34 -

<7(xr)<4- .
log « log «

Csebisevnek azonban nem sikerUlt bizonyitania a

log x

hatarérték létezését, csupan azt, amennyiben létezik ez a hatarér-
ték, akkor az szikségszerien 1.

Tdbb mint 40 évet kellett varni addig, amig ezt az allitast sikerdlt
belatni.
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Azt, hogy a hatarérték Ilétezik (és akkor 1), el6szor
Jacques Salomon Hadamard [7] és Jean de la Vallée Poussin
igazolta [14] egymastdl flggetlentdl 1896-ban, melyet ma
primszamtételnek hivunk:

25.2. TETEL. (Primszamtétel)

; =
W dibaVatle: f oo,

J. S. Hadamard

C.-J. de La Vallée Poussin

A primszamtétel segitségével becslést nyerhetlink az n-edik
primszam nagysagara is:

25.3. TETEL. Jelbliep, = 2,p; = 3,p3 =5,ps = 7,... aprimek
noévekvo sorozatat. Ekkor

. DPn
lim
n—oc n logn

= 1.

S6t, a primszamtételnél de la Vallée Poussin [15] tdbbet is iga-
zolt, nevezetesen:

25.4. TETEL. Létezik olyan c; és co pozitiv allando, hogy

Todt
{71'(:13) —/ — | < cyre2ViesT,
o logt
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Elsore talan rejtélyes, hogy miért jobb kbzelitése = (x)-nek az

5 T2 minta
log logac

Azt, hogy a primszamok szama jél kozelithetd f2 Tog .-vel még
Gauss sejtette 1792 tajékan (15 évesen) [5], igaz erre csupan egy 72
éves koraban irt levélben utalt. A tovabbiakban az [, ;¢ dt ; kifejezést
Li(x)-szel jel6ljuk.

A kovetkezd dbran a w(x)-et abrazoljuk (kék vonal), a Li(x)-et
(piros vonal) és az @ flggvenyt (z6ld vonal) a [2, 3000] intervallu-

/
/

mon.

300 4

100 -

_—
e al

T T T T T T
500 1000 1500 2000 2500 3000

Az &bran lathatd, hogy a Li(x) flggvény kdzelebb van a m(x)
flggvényhez mint a @ fUggvény. De ez akkor derdll ki igazan, ha
parcialisan integraljuk a Li(x) flUggvenyt:

/“" at n 2
» logt logx > (logt)? log2

Mégegyszer parcialisan integralva pedig

/"” dt  x n T n 2 2
o logt logz (logx)?2 > (logt)3 log2 (log2)?
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Az eljarast folytatva egyre finomabb kdzelitéseit kapjuk Li(x)-
nek.

Gauss [5] 15 évesen azt sejtette, hogy minden z-re w(x) <
Li(x), és sejtését ellendrizte is az x < 3000000 esetén. Ez a sejtés
hosszu évszazadokon at fennallt.

Csak 1914-ben sikertlt J. E. Littlewoodnak [10] megcafolnia a
sejtést. Deléglise és Rivat [2] eredményei szerint a legkisebb ellen-
példa is nagyobb mint 102°. 2005-ben pedig Chao és Plymen [1]
igazolta olyan ellenpélda |étezését, amely < 10317,

A jegyzetben az eddig emlitett tételek k6zul csupan Csebisev té-
telét igazoljuk, hiszen csak annak bizonyitdsa érhetd el elemileg. A
25.1. Tételbeli felsd becslésnek a bizonyitasa a kévetkezd 6nmaga-
ban is érdekes tételen alapul:

25.5. TETEL. Tetszbleges x > 2 szam esetén az x-nél nem na-
gyobb primek szorzatara:

Hp<4w.

p<z

25.5. TETEL BIZONYITASA. A koOvetkezd becslés Erddos Pal és

Kalmar Laszlé munkaja (bar 6k maguk a bizonyitast nem publikal-
tak, az tébb ismeretterjesztd irasban megjelent).
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Erdds Pal Kalméar Laszl6

A bizonyitas soran feltehetjlk, hogy « egész szam.

Teljes indukcidval bizonyitjuk a tételt. Az indukcio kezddlépései
az x = 1 és x = 2 eset, melyek nyilvanvaloak.

Legyen n > 3. Feltesszlk, hogy a n-nél kisebb egészekre fenn-
all az egyenldtlenség, és bebizonyitjuk, hogy © = n-re is.

Ez nagyon egyszerl, ha n paros, mert ekkor a n > 3 feltevés
miatt n dsszetett, és igy

Hp: H p<4n—1<4n.

p<n p<n—1

Legyen a tovabbiakban n = 2k + 1 > 4 péaratlan szam. Ekkor a
szorzat
II p= ]I P II »|- (25.1)
p<2k+1 p<k+1 k+2<p<2k+1
Az indukcids feltevés miatt az elsd zaréjelben 1évd szorzat kisebb
mint 4*T1. A masodik zardjelben 1évd szorzat osztdja a

@k+n!_k(%wd>

(k+mm+3y~@h+n=(k+n!_ )
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szamnak, de mivel ez a szorzat k!-hoz relativ prim, ezért osztdja

(***1)-nak. A kévetkez6kben (***1)-t becsiiljiik.

<2k:—|—1>_2-4-6---2k:~3-5-...-(2k:—|—1)
k N k!(k 4+ 1)!
_ gk, 305 (2k41)
2.3....-(k+1)
4.6-...-
< ok . (2k + 2)
2.3....-(k+1)
= 4k,

igy (25.1) alapjan:

H D < 4k+1 . 4k — 42k—|—1’
p<2k+1

ami éppen a bizonyitandé allitas.
25.1. TETEL BIZONYIiTASA. El6szér a felsd becslést igazoljuk. (Az

alabbi bizonyitas Erdds PAaltdl és Kalmar Laszlétél szarmazik.) A
25.5. Tételt felhasznalva azt kapjuk tehat, hogy

4% > H p > (\/5)(7"(513)—77(\/5)) > (\/5)(77(90)—\/5).
Ve<p<z

A két szélsé mennyiség logaritmusat véve és m(x)-et kifejezve

logx
21oe 4)x (2log4+ m):c
w(x) < ﬁ + V= ve .
log x log x
Kénnyen ellendrizhetd, hogy l‘z;gg < 0.8, hiszen ez = =
2,3,4,...,8ra ez kiszamolhat6, « > 8 esetén pedig a 1‘\’% fligg-

vény monoton csbkken, mert a derivaltja negativ. Tehat:

2log4 + 0.8) x

(21og )T g
log x log x
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m(x) <




ami a bizonyitandé fels6 becslés volt.

Ezutan ratérlink az als6 becslés igazolasara. Az itt ismertetésre
kerlild bizonyitas Landau [9] munk§ja.

A bizonyitas az un. Legendre formulat hasznalja, mely a kovet-
kezo:

25.6. LEMMA. (Legendre formula) Legyen n és k pozitiv egész
szamok, p pozitiv prim, melyre p* < n < p*t'. Ekkor n! prim-
tényezds felbontasaban p kitevoje:

ol ) )

25.6. LEMMA BIZONYIiTASA. Az n! az 1,2,3,...,n szamok szor-

zata, ezek kdzott [%] darab p-vel oszthaté van. De a szamok kdzott

p°-tel is oszthatok vannak, mégpedig [1%} darab, ezek hozzaadnak
a kitevbhoz [1%} darab egyest. Az eljarast folytatva a kitevdh6z hoz-
zadjuk még a p3, p*, ..., p¥-nal oszthaté szamok szamat, és ezzel
készen vagyunk, hiszen p**!-nel oszthaté szam mar nincs.

Tekintsiik a (*") binomialis kitevt:

(2n> _ (2n)! _ H PP, (25.2)

o 2
n (n!) o<2n
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ahol az el6z6 lemma miatt 3,-re tudjuk, hogy

kp

o $(2)-+[2))

j=1
A fenti képletben k,-re pedig p*» < 2n < phrti.

Mivel tetszdleges y-ra [2y] — 2[y] < 1, igy

kp
> 1=k,
j=1

s ebbdl adédoan p?r < p*r < 2n. Ezt (25.2)-be irva:

Br

VA

<2n> = [ »* < (2n)"C".

n
p<2n

Azutan alulrdl is becsuljik ugyanezt a binomialis egyltthatot:

2n _2-4-...-(Zn).305-...-~(2n—1)
n) 1:-2-...-n-n!
3:5-...-2n—-1
. (2n — 1)
n!
2:4-...-(2n —2)
> 2".
1:2-...:(n—1)-n

2277,—1 22n

n o2n

A két becslés egybevetésébdl

m(2n) 2%n
(2n) > —,
2n

ahonnan
2n

2 1>log2: ——.
m(2n) +1 > log log(2n)
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Ezzel paros egészekre be is bizonyitottuk az als6 becslést. Paratlan
szamokra kicsit tovabb kell szamolni:

rr2o(s[]

23]
>log2-—2m—1
log (2 [3])
2(% _
>10g2-M_1
log x
x 2log 2
:log2-1 —( —|—1>
ogx log x
> log2 - T -3
log x
T
> 0.34 .
log x

Ezzel a 25.1. Tétel bizonyitasat befejeztik.

Ha a 25.1. Tételnél kicsit élesebb becslést tudnank adni 7 (x)-

re, (mondjuk 0.7510‘”;36 < 7w(x) < 1.510‘;w), akkor abbdl kijén, hogy

w(n) < w(2n), azaz n és 2n kd6zé mindig esik prim. Az, hogy ez

igy van Bertrand sejtett el6szdr 1845-ben, azé6ta ugy ismerik, hogy
Bertrand-féle posztulatum. A sejtést Csebisev igazolta eldszor.

25.7. TETEL. (Csebisev) Ha n pozitiv egész, akkor n és 2n kézé
mindig esik prim.
A Csebisev tételnek egy elemi bizonyitasat az érdekl6dok pl. itt

tudjak elolvasni: link.

A primszamok szamanak becsléséhez kapcsolodik a szam-
elmélet egyik leghiresebb sejtése a Riemann-sejtés, melyet
Bertrand Riemann fogalmazott meg egyetlen szamelmélet témaju
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dolgozataban, a doktori értekezésében. Eredményei, noha jorészi-
ket nem bizonyitotta a lehetd legnagyobb hatassal volt a szamelmé-
let terUiletére.

A Riemann-sejtés ismertetése tul megy a jelen jegyzet keretein,
csak annyit emlitiink meg, hogy az azt allitja, hogy ha a nem trivialis
gyokeit nézzik a > >~ | ni sor analitikus kiterjesztésének a komplex
szamsikra, akkor azok az x = % egyenesen helyezkednek el.

Koch [8] eredménye szerint a sejtéssel ekvivalens, hogy létezik
c pozitiv konstans, amelyre:

|7 (x) — Li(x)| < cv/z log x.

A Riemann-sejtésrol bovebben pl. itt olvashatnak: link.

Noha Li(x) lIényegesen jobb kbzelités 7 (x)-re mint az lozm flgg-

vény, el6fordulhatnak olyan alkalmazasok, bizonyitasok, amikor ele-

gendd = (x)-et logm fOggvénnyel kdzeliteni. Azonban az ilyen tipusu

becslések kodzott is vannak élesek és kevésbé élesek. Ezek kozul

emlitink most néhanyat.

igy pl. haz > 17:

xr

< mw(x) < 1.25506
log x log x
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A bizonyitas megtalalhat6é [17]-ben. Felsd becslésként « > 1-re
Dusart [4] bebizonyitotta, hogy

xTr

(@) < 2 7.59 )

1+ + +
log x ( logxz log?x log’x
Az n-edik primszam értékére elég éles becslések a kdvetkezok:

n(log(nlogn) — 1) < p, < nlog(nlogn),

han > 6. Itt a fels6 becslés Rosser-t6l szarmazik [16], mig az
als6 Dusart-tél [3]. Tovabbi becslések olvashatéak a kapcsolodd
Wikipédia oldalon [22].

Erdemes még ismerni néhany primek eloszlasaval kapcsolatos
tovabbi fontos eredményt is, pl. Mertens harom tételét, melynek az
olvasok pl. itt tudnak utananézni: link.

Nevezetes még Dirichlet tétel is, mely a kévetkezot llitja:

25.8. TETEL. (Dirichlet) Ha a és b relativ prim egész szamok b #
0, akkor az a, a + b, a + 2b,... szamtani sorozat végtelen sok
primet tartalmaz.

A bizonyitas nagyon mély, messze tul megy a jelen jegyzet ke-
retein, de megemlitjuk még a modern szamelmélet egyik legfonto-
sabb primekkel kapcsolatos eredményét is (szintén bizonyitas nél-
kdl), mely Ben Greentdl és Terence Taotél [6] szarmazik:
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25.9. TETEL. (Green - Tao) A primszamok kézétt van tetszdlege-
sen hosszu szamtani sorozat.

Fontos modern eredmény kapcsolddik a primhézagok becslésé-
hez is. Jeldlje d,, az n + 1-edik és n-edik prim kilénbségét, azaz:

dn — Pn+1 — DPn-

A primszamtételbdl azonnal kévetkezik, hogy d,, végtelen sokszor
kisebb mint (1 + ¢) log n. Ezt a becslést folyamatosan javitgattak,
egyre jobb eredmények szilettek pl. Erdds, Bombieri-Davenport,
Maier tollabél.

2009-ben atitd eredményt ért el Pintz Janos és Yildirrm, Cem Y.
[11] bebizonyitva, hogy végtelen sokszor fennall

d, < (log n)"/?*=,
akarmilyen pozitiv e-ra.
Ezutan sikerdlt bebizonyitani, hogy d,, végtelen sokszor kisebb
mint egy konstans! Zang [21] bebizonyitotta, hogy d,, végtelen sok-
szor kisebb mint 70 millid. Ez a becslés is folyamatosan javult, a ma

ismert legjobb eredmény a Polymath Project 8B [12], [13] keretében
elért eredmény, nevezetesen

d, < 246
végtelen sok n-re.

Tehat mar megkdzelitettiik, de még nem bizonyitottuk be, a hires
ikerprim-sejtést, azaz, hogy veégtelen sok p prim létezik, amelyre
p + 2is prim.

Ezzel a jegyzet végére értink... Tovabbi kellemes iddtéltést ki-

vanok!
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