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1. fejezet

Bevezeto

Kedves Olvaso!

FEz a konyv egy haromkotetes elektronikus jegyzet harmadik kotete.
A jegyzet a modern algebrahoz vezets rogos és hosszi 1t elsé és batortalan
lépéseit mutatja be tanarszakos hallgatéknak. Igyekeztiink azokra az alapve-
t§ ismeretekre szoritkozni, illetve részletesen kitérni, amelyek a tanitas soran
(akar burkoltan is) felmeriilhetnek. Tovabbéa igyekeztiink az egyetemi szintii
ismereteket Osszeflizni a korabban tanultakkal, hogy megkonnyitsiik az 1j
(fajta) gondolatmenetek feldolgozasat.

Munkankban sokan segitettek, kiilon koszonettel tartozunk Komjath Pé-
ternek, a konyv kordbbi verzi6janak lektoraldséért. Koszonetiink Hraskd
Andréasnak, aki a javitott, elektronikus kiadast nézte at. A konyv techni-
kai feldolgozasédban segitségiinkre volt sok-sok hallgatd, akiknek ezuton is
koszonjik a munkéjukat.

Az anyag harom részre tagozodik:

Szamelmélet Ez a rész az altalanos- és kozépiskolaban tanult szdmelméle-
ti ismereteket kivanja megalapozni, rendszerezni és kiegésziteni. Lényegében
az oszthatosag fogalmatol elindulva jutunk el a kongruencidkig és a szam-
elméleti fiiggvényekig. Utalas torténik a mai modern szamelméletnek — ha
nem is a modszereire, de — néhany problémajara és eredményére. A feldolgo-
zés sordn — tekintettel arra, hogy ez a rész kapcsolodik a legkozvetlenebbiil
az altalanos iskolai anyaghoz — folyamatosan szem elGtt tartottuk az iskolai
alkalmazésokat, még ha nem is mindig tértiink ki ra.

,Klasszikus” algebra Ebben a részben megprobaljuk osszefoglalni azo-
kat a (klasszikus) algebrai ismereteket, amelyek meggy6z&désiink szerint az
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6 1. Bevezet6

algebrai alapmiiveltség részét képezik, és amelyekre a hallgatoknak egyéb
tanulmanyaik soran is sziikségiik lehet. Igy bevezetjiik a komplex szamokat,
szolunk polinomokroél és polinomegyenletekrdl, valamint még szamos olyan
dologrol, amelyek neve egy ilyen bevezetésben valoszintileg inkabb ijesztGek
semmint lelkesitGek lennének, igy most fel sem soroljuk ezeket. (A batrabbak
és a Szellemvasut kedvelsi esetleg kukucskaljanak bele a tartalomjegyzékbe.)
A feldolgozas soran folyamatosan hasznélni kezdjiik az (absztrakt) algebra
kifejezéseit, de ez mar igazabol a kovetkezs részhez tartozik. Ime:

s,Modern” algebra Manapsag leginkdbb ezt szokas algebranak nevezni.
Ebben a részben megismerked(het)iink a mai matematika (és részben fizi-
ka, kémia stb.) egészét athato ,absztrakt” gondolkodasmod alapfogalmaival,
alapvetd, illetve elemi tételeivel. Kideriil(het), hogy hol mindeniitt fordulnak
el6 ,algebrai” megfontolasok az analizis témakoreiben, hogy miért nem geo-
metriai, hanem algebrai probléma példéul a ,kor négyszogesitése”’, de még
akar az is megtudhat6, hogy mik azok a racionéalis szamok.



2. fejezet

Algebrai mitveletek

A kovetkezs fejezetekben elsGsorban kiilonféle algebrai struktarakrol lesz szo.
Algebrai struktarat ugy kaphatunk, ha egy nem iires halmazon egy vagy tobb
an. algebrai miveletet definidlunk.

2.1. Definici6é. Az S nem iires halmazon értelmezett (kétvaltozos) algebrai
mivelet egy olyan (¢: S x S — S) leképezés, amely az S halmaz két tet-
sz6leges (nem feltétlentl kiillonb6z8) eleméhez hozzarendeli az S halmaz egy
elemét.

2.1. abra.

Azt, hogy a leképezés az (a,b) elemparhoz a c elemet rendeli, vagyis

v(a,b) = c,
agy is jelolhetjiik, hogy a o b = ¢, ahol ,,0” a miveletet jeloli.

Egy halmazon értelmezett kétvaltozos algebrai miivelet tehat egyrészt
leképezés, vagyis a halmaz tetszéleges két (nem feltétleniil kiillonbozd) ele-
méhez hozzéarendel egy eredményt — vagyis a halmaz barmelyik két elemén
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8 2. Algebrai miveletek

elvégezhet§ a miivelet — masrészt a halmaznak zartnak kell lennie a mi-
veletre nézve, vagyis tetszéleges két elem esetén a mitvelet eredményének is
halmazbeli elemnek kell lennie.

Algebrai miivelet példaul az egész (vagy paros egész vagy raciondlis vagy
valos) szamok halmazan az Osszeadéas, a kivonas, a szorzas, a maximum-,
illetve minimumképzés vagy példaul ha két szdmhoz hozzarendeljiik a két
szdm négyzetosszegét.

Nem algebrai mivelet az egész szamok halmazan példaul az osztas (két
egész szam hanyadosa nem mindig egész szam) vagy a legnagyobb kozos osz-
t6 képzése (a 0-nak és a 0-nak nincs értelmezve a legnagyobb kozos osztoja).
Szintén nem algebrai mitvelet példaul a paratlan egészek halmazén az Gssze-
adés (a szorzas viszont igen), vagy a sik vektorainak halmazan a vektorok
skalaris szorzasa.

Megjegyzés. A kétvaltozos miiveletek értelmezéséhez hasonldan értelmez-
hetiink egyvaltozos, illetve ketténél tobb valtozos algebrai miiveleteket is.
(Az egyvaltozos miiveleteket gyakrabban nevezziik fiiggvényeknek.) Egyval-
tozos mivelet példaul az egész szamok halmazan az ellentettképzés vagy az
abszolut érték képzése; haromvaltozoés pedig példaul az a mivelet, amely
tetsz6leges harom szamhoz hozzarendeli a harom szidm maximumat.

2.2. dbra. A kétvaltozos maximum miivelet tablazata. A sziirke oszlopban a mtvelet
els6 operandusa, a sziirke sorban a méasodik szerepel.

2.2. Definici6. Algebrai struktirdnak nevezzik az (S, o, %, . ..) legalabb két-
tagi rendszert, ahol S egy nem {ires halmaz, a o, *, ... pedig az S halmazon
értelmezett algebrai mtiveletek.

Az algebrai struktira tehat egy halmaz és egy vagy tobb rajta értelmezett
algebrai mivelet egyiittesét jelenti. Ahhoz, hogy egy (H,®, ®, ...) rendszer-
r6l eldontsiik, hogy algebrai struktira-e, mindossze azt kell ellenérizniink,
hogy a &, ® stb. algebrai miveletek-e az S halmazon. Ennek megfelels-
en beszélhetiink példaul a paros egészek Osszeadasi strukturajarél, de nem
beszélhetiink a paratlan egészek Osszeadasi struktuarajarol.

Megjegyzés. Egy halmazon altalaban igen sokféle algebrai miivelet értel-
mezhets. Ha példaul az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} tiz elemid halmazon szeret-
nénk egy kétvaltozos algebrai miiveletet értelmezni, akkor a halmaz eleme-
ibgl allo 10 - 10 = 100 elempéar mindegyikéhez hozza kell rendelniink egy
halmazbeli elemet. Miutan a 100 elempéar mindegyikénél teljesen szabadon
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donthetjiik el, hogy a halmaz tiz eleme koziil melyiket rendeljiik hozza az
illets elemparhoz, ezt 6sszesen 10'%0-féleképpen tehetjiik meg, tehat a fenti
halmazon 10'%°-f¢le algebrai miivelet értelmezhets. Ezek koziil bizonyosak-
nak van ismerds neve — szerepelni fog koztiik példaul a maximumképzés vagy
a legnagyobb ko6z6s oszto képzése —, tobbségiiknek azonban nincs, de ettsl
még barmelyiket is vilaszthatjuk vizsgaldédasaink targyaul.

Amikor egy (S, 0,x%,-,...) algebrai strukturarol beszéliink, akkor a o, *,

. miveletek nem az S halmazon értelmezett Gsszes elképzelhetd algebrai
miiveletet jelentik, hanem egy vagy tobb konkrétan megadott mitiveletet.
Ennek megfelelgen (Z,+) jelenti az egész szamok Osszeadési strukturajat,
(Z,-) az egész szamok szorzasi strukturajat, (Z, +,-) pedig az egész szamok
strukturajat az osszeadasra és a szorzasra nézve. (Z,0) nem jelent semmit,
amig meg nem mondjuk, hogy pontosan milyen mitiveletet jeloltiink o-rel. Ha
az egész szamok Osszeadasat, kivonasat és szorzasat mar értelmeztiik, akkor
mondhatjuk példaul azt, hogy definidljuk a o mtveletet a kivetkezSképpen:

Va,b € Z, aob:=a+b— ab,

és ekkor mar beszélhetiink a (Z, o) struktararol.

Mint kés6bb latni fogjuk, az algebrai strukturakat aszerint szokis cso-
portositani, hogy a benniik szereplé mitivelet vagy mitveletek milyen tulaj-
donsagokkal rendelkeznek. A leggyakoribb szobajové szempontok (mtiveleti
tulajdonsagok) a kovetkezok:

2.3. Definici6. Az (S, o,...) struktara o mivelete
kommutativ, ha Ya,b € S-re a ob =bo q;

asszociativ, ha Ya,b,c € S-re (aob)oc =ao (boc); (2.3. abra), azaz a
zérojel elhagyhato

|a+(b+c)| 2z |(a+b)+c|

K< P> ][] [— e+

2.3. abra.
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invertdlhato, ha Va, b € S-hez 1éteznek olyan x,y € S elemek, amelyekre
aox =bésyoa="> (Azaox =10bés yoa = b egyenletek megoldhatok
S-ben.)

Az (S,0,%,...) struktara x mivelete disztributiv a o miveletére, ha
a,b,c€ S-teaax(boc)=(axb)o(axc)és(aob)xc=(axc)o(bxc).

2.1. Megjegyzés. Amikor azt mondjuk, hogy minden a,b € S, akkor ter-
mészetesen akar ugyanaz az elem is lehet az a és a b, vagyis arra gondolunk —
most és a tovabbiakban is —, hogy minden, nem feltétleniil kiilénb6z6 a, b € S
elemekre vonatkozik az megallapités.

Ritkabban fogunk hivatkozni a kévetkezd miveleti tulajdonsagokra:

Az (S,o0,...) strukttra o mtivelete idempotens, ha Va € S-re aoca = a és
kancellativ, ha Ya,b € S-re az aox = b és y o a = b egyenleteknek legfeljebb
egy-egy megoldéasa van S-ben.

Az (S,0,%,...) struktira miivelete abszorbtiv a o miiveletre nézve, ha
Va,b € S-re a (a ob) = a (elnyelési tulajdonsag).

Példaul az egész szamok halmazén értelmezett miiveletek koziil konnyen
ellenérizhetd, hogy:

1. Kommutativ, asszociativ és invertalhaté (nem idempotens de kancel-
lativ) példaul az Osszeadas.

2. Kommutativ, asszociativ de nem invertalhat6é (nem idempotens és nem
kancellativ) példaul a szorzas.

3. Nem kommutativ, nem asszociativ de invertalhaté (nem idempotens
de kancellativ) példaul a kivonas.

4. Kommutativ, nem asszociativ de invertalhaté (nem idempotens és nem
kancellativ) példaul a kévetkezd mivelet: a o b := |a + b|.

5. Nem kommutativ de asszociativ és invertalhaté (nem idempotens de
kancellativ) példaul a kovetkezs mivelet:

b, ha a pé
aob:i= {“+’ @APAOS 9 4. abra)

a—b, ha a paratlan.

6. Kommutativ de nem asszociativ és nem invertalhat6 (nem idempotens
és nem kancellativ) példaul a kovetkezd miivelet: a o b := (a + b)>.

7. Nem kommutativ de asszociativ és nem invertalhatoé (idempotens és
nem kancellativ) példaul a kovetkezd miivelet: a o b := a.
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4 o 1 2 3 4 5 6 7 8

3 7 6 5 4 3 2 1 0 -1

2 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

1 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3

a{| 0 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
—1 32 1 0 -1 =2 -3 -4 =5

=2 -6 -5 4 -3 -2-1 0 1 2

=3 1 0 -1 -2 -3 -4 -5 —6 -7

—4 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2-10

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2.4. abra.

8. Nem kommutativ, nem asszociativ és nem is invertalhaté (nem idem-
potens és nem kancellativ) példaul a kivetkezé miivelet: aob := a® +b.

A fenti példak koziil a szorzas disztributiv az Osszeadasra nézve (a 6.
példaban szerepld miivelet pedig abszorbtiv barmelyik mtveletre nézve).

Algebrai strukturak vizsgalata soran azt is érdemes megnézni, hogy
vannak-e az adott mitvelettel kapcsolatban specialisan viselked6 elemek a
halmazban:

2.4. Definicidé. Az (S, 0) algebrai struktira n elemét neutrdlis elemnek ne-
vezziilk, ha Va € S-re aon=noa =a.

Egymiiveletes struktirakban szokas a neutralis elemet egységelemnek ne-
vezni, tobb miivelet esetén mindig meg kell mondanunk, hogy melyik miivelet
neutralis elemérdl beszéliink. Ha a mitiveletek kozott szerepel Gsszeadas vagy
szorzas (avagy annak nevezett mivelet), akkor az Gsszeadas neutralis elemét
altalaban (additiv) zérusnak, a szorzas neutralis elemét pedig egységelemnek
nevezzik.
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Amennyiben az (S,0) struktura n’ elemére teljesiil, hogy Va € S-re
n’ o a = a, akkor n/-t szokas bal oldali neutralis elemnek (bal oldali egy-
ségelemnek), ha pedig Va € S-re a on’ = a, akkor jobb oldali neutralis
elemnek (jobb oldali egységelemnek) nevezni.

Megjegyzés. Az ,egység’ és az ,egységelem” nem azonos fogalmak. Az egy-
ségelem definicioja a fenti, mig az (5, o) struktura egy € elemét akkor nevez-
ziik egységnek, ha a struktira minden elemének ,0szt6ja”, vagyis ha Va € S-
hez létezik olyan ¢ € S, amelyre e o ¢ = go e = a. Az egységelem mindig
egység is, forditva viszont nem igaz, példaul (Z,-)-ban a —1 egység, de nem
egységelem.

Példaul az egész szamok halmazén:

1. Az Gsszeadas neutralis eleme (additiv zérus) a 0.
2. A szorzas neutralis eleme (egységelem) az 1.

3. Az aob:= |a + b| miveletnek nincs neutralis eleme.

a—+b, ha a paros .
4. Az aob = P mivelet neutralis eleme a O.
a—b, ha a paratlan

(2.4. abra)
5. Az aob:= (a+ b)? miiveletnek nincs neutralis eleme.

6. Az a o b := a miveletnek nincs neutralis eleme, viszont béarmelyik
(egész) szam jobb oldali neutralis elem.

7. A kivonasnak nincs neutralis eleme, viszont a 0 jobb oldali neutréalis
elem.

8. Az aob := a® + b miiveletnek nincs neutralis eleme, viszont a 0 bal
oldali neutralis elem.

2.1. Tétel. Egy (S, 0) strukturaban legfeljebb egy neutralis elem lehet.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az (S, o) strukturaban n; is és ng is neutralis
elem. Ekkor egyrészt njong = nj (mert ny neutralis elem), masrészt njong =
ny (mert ny neutralis elem), igy n; = ng. O

Megjegyzés. A tétel bizonyitasa soran csak azt hasznaltuk fel, hogy ns
jobb oldali, n; pedig bal oldali neutralis elem. Fzek szerint az is igaz, hogy
ha egy struktiraban van bal oldali neutralis elem is és jobb oldali neutralis
elem is, akkor azok sziikségképpen egybeesnek.
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2.5. Definicio. Az (S, o) struktira z elemét zéruselemnek nevezziik, ha V.S-
reaoz=zoa=2z.

A neutralis elemhez hasonléan definialhatunk bal, illetve jobb oldali zé-
ruselemet is.

Megjegyzés. A ,zérus’ és a ,zéruselem” nem azonos fogalmak, zérusnak
altalaban az Osszeadds neutralis elemét nevezik.

4 o 1 2 3 4 5 6 7 8
3 1 0 1 2 3 4 5 6 7
2 2 1 0 1 2 3 4 5 6
1 32 1 0 1 2 3 4 5
as| 0 4 3 2 1 0 1 2 3 4
—1 54 3 2 1 0 1 2 3
=2 6 5 4 3 2 1 0 1 2
-3 7 6 5 4 3 2 1 0 1
—4 &8 7 6 5 4 3 2 1 O

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

b
2.5. 4bra.
Fenti példaink koziil:
1. (Z,+)-ban nincs zéruselem.
2. (Z,-)-ban zéruselem a 0.
3. (Z,0)-ben, ahol a o b := |a + b|, nincs zéruselem. (2.5. dbra)

4. (Z,o0)-ben, ahol a o b := , nincs zéruselem.

a+0b, ha a paros
a — b, ha a paratlan

(2.4. abra)
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5. (Z,0)-ben, ahol a o b := (a + b)?, nincs zéruselem.

6. (Z,0)-ben, ahol a o b := a, nincs zéruselem, viszont minden (egész)
szam bal oldali zéruselem.

7. (Z,—)-ban nincs zéruselem.
8. (Z,0)-ben, ahol a o b := a® + b, nincs zéruselem.

2.2. Tétel. Egy (5, 0) strukturaban legfeljebb egy zéruselem lehet.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy z; is és zo is zéruselem. Ekkor z1 0 29 = 23
(mert z9 zéruselem), ugyanakkor 2z o zo = 2o (mert z; zéruselem), igy z1 =
z9. U

Erdekes kérdés lehet, hogy ha a struktiraban van neutralis elem, akkor
mely elemekhez létezik olyan elem, amellyel ,0sszemiivelve” a neutrélis elemet
kapjuk eredményiil, azaz mely a elemek esetén van megoldésa az a o x = n,
illetve y o a = n egyenletnek.

2.6. Definicié. Amennyiben az (S,o) struktira neutralis eleme n, és a
struktira a eleméhez létezik a strukturanak olyan a’ eleme, amelyre aoa’ =
a’ oa = n, akkor az o’ elemet az a elem inverzének nevezziik. (Ha aoa’ = n,
akkor a’ az a jobb oldali, ha pedig a’oa = n, akkor a’ az a bal oldali inverze.)

Ha a struktura miivelete az Gsszeadas, akkor az a elem inverzét szokés
(—a)-val, egyébként pedig (a~!)-nel jeléIni.

Peéldaul:

1. (Z,+)-ban minden elemnek van inverze (az ellentettje).

2. (Z,-)-ban csak az 1-nek és a (—1)-nek van inverze (mindkettének 6n-
maga).

a+b, ha a péros

3. (Z,0)-ben, ahol aob := , minden elemnek van

a —b, ha a paratlan
inverze (a paros szamoknak az ellentettjiik, a paratlanoknak 6nmaguk).
(2.4. abra)

Erdemes észrevenni, hogy egy struktira egységeleme (ha van) mindig
onmaga inverze.

Azt is érdekes lehet megvizsgélni, hogy egy zéruselemes strukturaban
vannak-e olyan — a zéruselemtdl kiilonb6z6 — elemek, amelyeken elvégezve a
miiveletet a zéruselemet kapjuk.
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2.7. Definicié. Az (S, o) zéruselemes struktirat zérusosztomentesnek (nul-
losztomentesnek) nevezzik, ha Va,b € S-re a o b = z akkor és csak akkor
teljesiil, ha a = z vagy b = z (ahol z a struktira zéruseleme).

Példaink koziil csak (Z,-)-ban volt zéruselem, és mivel két egész szam
szorzata akkor és csak akkor 0, ha legalabb az egyik tényezs 0, (Z,-) zé-
rusosztomentes. Nem zérusosztémentes példéul a 2 x 2-es méatrixok szorzési
strukturaja, mert példaul

1 0y (0 0y_(00
00 1 1/ \0 0
Tovabbi példak:

1. Logikai miiveletek A kételemii i, h halmazon Gsszesen 16-féle (legfel-
jebb) kétvaltozos algebrai miiveletet értelmezhetiink, ezeket szokas kijelen-
téslogikai mrtiveleteknek nevezni. Megvizsgalva koziiliik néhanyat, példaul a
kovetkezoket tapasztalhatjuk:

— Az ,¢s” miivelet (A): kommutativ és asszo-
ciativ, de nem invertalhato. (Tovabba idem-
potens és nem kancellativ.) Egységelem az i,
zéruselem a h. Csak az egységelemnek van in-
verze. Az ({i, h}, N) struktira zérusosztomen-
tes.

— A | (megengedd) vagy” miivelet (V): kom-
mutativ, asszociativ, nem invertalhaté (idem-
potens és nem kancellativ). Egységelem a h,
zéruselem az i. Csak az egységelemnek van in-
verze. Az ({i, h}, V) struktira zérusosztomen-
tes.

Az 68" miivelet disztributiv a ,vagy” miveletre nézve, és a ,vagy” mivelet
is disztributiv az ,£s” miiveletre nézve. (Az ,6s” mivelet abszorbtiv a ,vagy”
miiveletre nézve, és a ,vagy” mivelet is abszorbtiv az ,6s” miiveletre nézve.)

— Implikacié (@ — b) nem kommutativ, nem b
asszociativ, nem invertalhat6 (nem idempo- ~—~
tens és nem kancellativ). Sem egységelem, sem
zéruselem nincs (az ¢ bal oldali egységelem, és
egyben jobb oldali zéruselem).
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— Ekvivalencia (<) kommutativ, asszociativ,
invertalhato (nem idempotens de kancellativ).
Egységelem az ¢, zéruselem nincs. Mindkét
elem Onmaga inverze.

2. Halmazmiiveletek Ahhoz, hogy egy halmazokbol &ll6 alaphalmaz al-
gebrai strukturat alkosson valamelyik ismerds halmazmiiveletre — példaul a
metszet- vagy unioképzésre — nézve (vagyis ahhoz, hogy példaul a metszet-
vagy unioképzés algebrai mitivelet legyen halmazok valamilyen halmazan),
igen kortltekintGen kell eljarnunk az alaphalmaz megvalasztasakor. Teljesiil-
nie kell ugyanis annak, hogy az alaphalmaz tetsz6leges két elemén elvégzett
mivelet eredményének is az alaphalmaz elemének kell lennie. FEzt példaul
tgy garantalhatjuk, ha egy el6re rogzitett H halmaz P(H) hatvanyhalma-
zat valasztjuk alaphalmaznak.

— A metszetképzés (N):
AnNB:={z|(x € A)A(x € B)}

kommutativ, asszociativ, nem invertalhaté (idempotens és nem kancellativ).
Egységelem maga a H halmaz, zéruselem az tires halmaz. Az egységelemen
kiviil egyik elemnek sincs inverze. A (P(H),N) struktira nem zérusoszto-
mentes (hiszen két diszjunkt halmaz metszete akkor is iires, ha egyik halmaz
sem az tres halmaz).

2.6. abra.

— Unioképzés (U):
AUB :={z|(r € A)V(z € B)}

kommutativ, asszociativ, nem invertalhato (idempotens és nem kancellativ).
Egységelem az {ires halmaz, zéruselem a H halmaz. Az egységelemen kiviil
egyik elemnek sincs inverze. A (P(H),U) struktira nem zérusosztémentes
(hiszen tetszoleges A elemét példaul a (H-ra vonatkozo) komplementerével
egyesitve a H halmazt kapjuk). A metszet- és unioképzés kolesonosen diszt-
ributivak (és abszorbtivak) egymésra nézve.
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2.7. abra.

- Kiilonbség (\):
A\B:={z|(z€ A)N(x ¢ B)}

nem kommutativ, nem asszociativ, nem invertalhat6 (nem idempotens de
kancellativ). Sem egységelem, sem zéruselem nincs.

A\ B

2.8. abra.

— Szimmetrikus differencia (A):
AAB :=(A\B)U (B\ A)
~{ol(@e Hr@gB) V(¢ A)A(eB)}

kommutativ, asszociativ, invertalhato (nem idempotens de kancellativ). Egy-
ségelem az tires halmaz, zéruselem nincs. Minden elemnek van inverze (sajat
maga). A metszetképzés disztributiv, de nem abszorbtiv a szimmetrikus dif-
ferenciara nézve.

AAB

2.9. 4bra.
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3. Leképezések szorzasa (fliggvénykompozicid, osszetett fliggvény)
Altalaban egy p(z): H — K és egy (z): K — L leképezés szorzatéan a
Y-p: H— L, (Y- -9)(z)= 1/1((,0(3:)) leképezést értjiik. Ahhoz, hogy leképe-
zések egy halmaza algebrai struktirat alkosson erre a miiveletre nézve, arra
van sziikség, hogy a szobanforgd leképezések barmelyikének az értelmezési
tartomanya tartalmazza barmelyiknek az értékkészletét. Az alaphalmaznak
emiatt egy el6re rogzitett H halmazt énmagara vivs leképezésekbdl, vagy
ezek egy alkalmasan megvalasztott részhalmazabol kell allnia.

— Az 6sszes R — R (valos fliggvények) leképezések halmazan a fiige-
vénykompozicié6 nem kommutativ de asszociativ, és nem invertalhatd (nem
idempotens és nem kancellativ). Egységelem az = — x fliggvény, zéruselem
nincs. Inverze a bijektiv leképezéseknek (és csak azoknak) van.

— Az R — R linearis fiiggvények (z — az + b, ahol a £~ 0 és a,b € R)
halmazén a fiiggvénykompozici6 nem kommutativ, de asszociativ és inver-
talhato (nem idempotens de kancellativ). Egységelem az x — x fiiggvény,
zéruselem nincs. Minden elemnek van inverze:

(x> ax+b)7' = <x»—>1x—b>
a’  a

— A kételemi {0, 1} halmazt a kdvetkezs négy leképezés viszi dnmagara:

.0—>0__0—>0__0—>1_.0—>1
Y150 P Y o1 P Yiso0 Y 1o

E leképezések halmazéan a leképezések szorzasdnak miivelettablazata:

Pb

Pa b | 1 P2 P3 P4
¥1 Y1 L1 P1 L1
P2 Y1 P2 Y3 P4
¥3 P4 P3 P2 P
P4 P4 P4 P4 P4

Pa

Ez a miivelet nem kommutativ de asszociativ, nem invertalhat6é (nem
idempotens és nem kancellativ). Egységelem a o, zéruselem nincs (¢1 bal
oldali, ¢4 pedig jobb oldali zéruselem).

Inverze @s-nek és ps-nak van (mindkettének dnmaga).

— A {0, 1} halmazt énmagara vivé bijektiv leképezések halmazan (vagyis
a fenti halmaz {p9, 3} részhalmazan a leképezések szorzasa kommutativ,
asszociativ és invertalhatd) (nem idempotens de kancellativ).
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— Geometriai transzformaciok

Egy tetszdleges ponthalmazt (példaul a sikot) énmagéara vivs leképezé-
seket szokas geometriai transzforméacioknak nevezni. A leképezések szorzasa
ilyenkor a transzformaciok egymaés utani alkalmazasat jelenti. példaul a sikot
onmagéra vivs Osszes transzforméaciok halmazan a transzforméciok szorzasa
nem kommutativ de asszociativ, nem invertalhaté (nem idempotens és nem
kancellativ); egységelem a helyben hagyas (identikus leképezés), zéruselem
nincs; inverze a bijektiv leképezéseknek (és csak azoknak) van.

Egy ponthalmazt énmagara vivs transzforméaciok koziil a tavolsagtar-
t6 leképezéseket egybevagosagi transzformacioknak nevezik. Egy tetszbleges
ponthalmazt 6nmagéra vivé egybevagosagi transzformaciok halmazén a le-
képezések szorzasa altalaban nem kommutativ, de mindig asszociativ és in-
vertalhato (altalaban nem idempotens de mindig kancellativ). Egységelem a
helyben hagyés, zéruselem &ltalaban nincs.

— Homogén linearis leképezések

Egy T test feletti vektorteret 6nmagéra vivg leképezések koziil a homo-
gén linearis leképezések (transzformaciok) onmagukban is algebrai strukturat
alkotnak a leképezések szorzasara nézve. Példaul a valos test feletti (tetszole-
ges) n-dimenzios vektortér homogén lineéris transzformacioinak halmazéan a
leképezések szorzasa nem kommutativ de asszociativ, nem invertalhaté (nem
idempotens de kancellativ); egységelem az identikus leképezés, zéruselem az
a leképezés, amely minden vektorhoz a O-vektort rendeli. A struktira nem
zérusosztomentes. (Minden lényeges tulajdonsaga megegyezik a valos feletti
n X n-es matrixok szorzési strukturajanak tulajdonsagaival.)

4. Vektorok szorzasa A tér vektorainak halmazan szokas ugynevezett
skalaris szorzast, illetve vektorialis szorzést definialni.

2.8. Definicid. A vektorok skaldris szorzdsa (a-b = |a|-|b|-cos(a, b)) nem
algebrai miivelet, hiszen két vektor skalaris szorzata nem eleme az alaphal-
maznak (nem vektor, hanem szam).

2.9. Definicié. Két vektor wvektoridlis szorzatdt a kovetkezSképpen értel-

mezziik: a x b = ¢, ahol |c| = |a|-|b|-sin(a, b) és c merdleges a-ra is és b-re

is, tovabba az a, b, ¢ vektorok (ebben a sorrendben) jobbrendszert alkotnak.
A vektorialis szorzas

— nem kommutativ (Va,b-re a x b = —b x a),

— nem is asszociativ (Va, b-re (axa)xb=0xb=0, mighaa, b # 0
és a nem parhuzamos b-vel, akkor a x (a x b) # 0),
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— nem invertalhato (ha b nem merdleges a-ra, akkor sem az a X x = b,
sem az y X a = b egyenletnek nincs megoldasa).

(Nem idempotens (hiszen Va-ra a x a = 0), és nem is kancellativ (az
axx =0, ¢és azy x a= 0 egyenletnek minden olyan vektor megoldasa,
amely parhuzamos a-val).)

— Egységelem nincs, zéruselem a 0 vektor.

Erdemes még megjegyezni, hogy a vektorialis szorzas disztributiv a vek-
torok Osszeadéséara.

Feladatok

1. Adja meg a {0, 1} kételemi halmazon értelmezhets osszes kétvaltozos
miveletet! Hatarozza meg, hogy ezek koziil melyek asszociativak!

2. Legyen o olyan mitivelet, hogy aob=a-b+a+b (a,” ésa,+" avalos
szamok halmazan szokasos miiveleteket jeloli).
Miivelet-e a o a nemnegativ egész szamok halmazan?
Miivelet-e a o az egész szamok halmazan?
Mivelet-e a o a valos szamok halmazan?
Hatéarozza meg, hogy a megismert miiveleti tulajdonsagok koziil me-
lyekkel rendelkezik a o!

3. Keressilink olyan miveletet a Z halmazon, amely

Kommutativ, de nem asszociativ;

(a)
(b)
()

)

(d) Nem asszociativ és nem is kommutativ.

Asszociativ, de nem kommutativ;

Asszociativ és kommutativ;

4. Hatarozza meg, hogy elvégezhetk-e az alabbi mitiveletek az adott hal-
mazokon, vagyis hogy zartak-e a halmazok az adott mtiveletekre! Ha
igen, hatarozzuk meg, milyen miiveleti tulajdonsagokkal rendelkeznek!

(a) N, + (b) N, - (C) N, - (d) N, /
(e> Z, + (f) Z, — (g) Z, - (h) Z, /
(i) Zag, + () Z4, — (k) Za, - (1) Za, /

5. (a) Irja fel a négyzetet énmagaba vivé egybevagosagi transzformaci-
okat!
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(b) Hatarozza meg a transzformaciopéarok szorzatat!

(c) Keressen koztiik két olyan transzforméciot (ui, ug), amelyekre
ULU2 = U2U7.

(d) Kommutativ-e a négyzet transzformacioinak halmazan a transz-
formécioszorzéas?

6. Igazolja, hogy tetszSleges A és B halmazokra (AAB)AA = B és
(BAA)AB = Al

Igazolja, hogy az A AAs /A - - - A A, (barmely zarojelezés mellett elvég-
zett) miivelet eredménye azon elemek halmaza, amelyek az Aq, As, .. .,
A, halmazok koziil paratlan sokban szerepelnek!

7. Legyen H a sik pontjainak halmaza, és jeloljik az origot O-val. Le-
gyen A az origd koriili sikbeli forgatasok halmaza. Ertelmezziik az A
halmazon a forgatasszorzat miveletet: két forgatashoz hozzarendeli a
szorzatukat (egymas utan végzett forgatast).

Zart-e az A halmaz a forgatasszorzatra nézve?
Milyen mitiveleti tulajdonsagai vannak a forgatésszorzatnak?

8. Az S sik O pontjara illeszkeds egynesek az alaphalmaz, az ezekre vo-
natkozoé tiikrozés egy mivelet. Ertelmezziik a tiikrozések halmazan a
szorzés miiveletet az alabbiak szerint. Ertelmezziik tiikrozések halma-
zén a tikrozésszorzat miiveletet, amely definici6 szerint két tengelyes

tiikkrozéshez hozzarendeli a szorzatukat (egymés utan végzett tiikro-
zést).

Zart-e a B halmaz a tiikrozésszorzatra nézve?

Milyen mtveleti tulajdonsagai vannak a tlikrozésszorzasnak?



3. fejezet

Félcsoportok

A kovetkez6 néhéany fejezetben (2-6.) egymiiveletes algebrai strukturakrol
lesz sz6. Amikor altalaban beszéliink egy egymiiveletes (S, o) algebrai struk-
turarol, akkor a miiveletet — barmi is legyen az — szokés szorzasnak nevezni,
és a miivelethez kapcsoldédod jelolések is altalaban a szorzasnal megszokott
jelolésrendszert kovetik. Példaul a mitivelet jele gyakran a ,,-” jel (és a - b he-
lyett gyakran csak ab-t irunk), az a elem inverzét !, az a elemen ismételten
(n-szer) elvégzett miivelet eredményét a™ jeldli, a neutralis elemet (ha van)
egységelemnek nevezik, satobbi.

Mi a tovabbiakban — az esetleges félreértések elkeriilése végett — altalaban
o -rel jeloljik a mtveletet, de el6 fog fordulni, hogy a két elemen elvégzett
mdivelet eredménye helyett a két elem szorzatdrol beszéliink, és egyéb jelolé-
seink (példaul inverz) is altalaban a szorzasnal megszokottak lesznek.

Olyankor persze, amikor konkrét, ismert és nem szorzas nevi miveletrsl
van sz0 (példaul Osszeadés, legnagyobb kozos oszto képzése, satobbi), az
illet6 miivelet nevét, jelét, és (ha vannak ilyenek, akkor) a hozza igazodd
egyéb jeloléseket hasznaljuk (ha példaul Osszeadéas a mivelet, akkor az a
elem (additiv) inverzét —a-val jeloljiik).

3.1. Definicié. Az (S, o) algebrai struktira félcsoport, ha a o miivelet asszo-
ciativ.

Ahhoz tehat, hogy eldonthessiik, hogy egy halmaz egy miiveletre nézve
félcsoport-e, elGszor is meg kell gy6z&dniink arrél, hogy a miivelet értelmes-e
a halmazon és a halmaz zéart-e a mtveletre nézve (a halmaz barmelyik két
elemén elvégezhetd a miivelet, és az eredmény is minden esetben benne van a
halmazban), majd ellendrizniink kell, hogy a mtivelet asszociativ-e. Ha a mii-
velet nemcsak asszociativ, hanem kommutativ is, akkor szokis kommutativ
félcsoportrol beszélni.

22
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Példaul:

1. A természetes szamok halmaza a legnagyobb kozos osztd képzésére
nem félcsoport, mert a (0,0) nincs értelmezve. (Kénnyen belathato,
hogy ha a legnagyobb k6z0s oszt6é definicidjat kiegészitenénk azzal,
hogy (0,0) = 0 — vagyis ha a legnagyobb kozds oszté miivelet helyett a
kitiintetett kdzos osztot tekintjiik —, akkor az igy modositott miivelet-
re nézve mar félcsoportot alkotnanak a természetes szamok.) A pozitiv
egészek halmazan mar értelmes mivelet a legnagyobb kozos oszt6 kép-
zése, hiszen tetszbleges két pozitiv egész szamnak egyértelmiien létezik
legnagyobb kozos osztdja, és az minden esetben pozitiv egész. Mivel
tetszéleges a, b, ¢ pozitiv egészekre (a, (b, c)) = ((a,b), c), vagyis a mii-
velet asszociativ, a pozitiv egészek félcsoportot (és mivel (a,b) = (b, a),
kommutativ félcsoportot) alkotnak a legnagyobb kozos osztod képzésé-
re. (Hasonléan gondolhaté meg, hogy a nem 0 egész szamok halmaza
is kommutativ félcsoport a legnagyobb kozos oszto képzésére.)

2. A természetes (egész, racionalis, valos, komplex) szamok egyarant kom-
mutativ félcsoportot alkotnak az Gsszeadésra is és a szorzésra is.

3. A természetes szdmok nem alkotnak félcsoportot a kivonésra nézve,
mert példaul 2 — 5 nem természetes szam. Az egész (racionélis, satobbi)
szamok halmazan méar értelmes mitivelet a kivonas, de félcsoportrol
most sem beszélhetiink, mert nem asszociativ. (a —b) — ¢ altalaban
nem egyenls a — (b — ¢)-vel.

4. Az egész szamok tetszdleges részhalmaza kommutativ félcsoportot al-
kot akar a maximum- (3.1. dbra) akar a minimumképzésre.
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3.1. dbra. A max(a,b) miivelet tablazata

5. Ertelmezziik a pozitiv egészek halmazan a o miveletet Ggy, hogy a o b
jelentse azt a pozitiv egész szdmot, melyet gy kapunk, hogy az a szdm
,moOgé irjuk” a b szamot, példaul 152098 = 15 298. Kénnyen meggondol-
hato, hogy (N*,0) félcsoport (amely nyilvanval6an nem kommutativ).
Hasonlbéan értelmezhetjiik egy tetszdleges halmaz elemeibdl alkotott
Osszes véges sorozat halmazan az ,egymas mogé {ras” miveletét, min-
den esetben félcsoportot fogunk kapni. (Ha példaul ,sz6™-nak neveziink
egy tetszbleges véges betiisorozatot, akkor a ,szavak” halmaza félcso-
portot alkot az ,egymés mogé iras” miveletre nézve.)

6. Egy tetszGleges halmaz hatvanyhalmaza (Osszes részhalmazainak hal-
maza) kommutativ félcsoportot alkot akar a metszet, akar az uni6 mi-
veletére nézve.

7. Egy tetszdleges halmazt 6nmagara vivs leképezések halmaza félcsopor-
tot alkot a leképezések szorzasara (fiiggvények kompoziciojara).

Az, hogy egy miivelet asszociativ, azt jelenti, hogy tetszdleges harom
elem esetén a hiarom elemen elvégzett miivelet eredménye fiiggetlen a zaro-
jelezéstdl (1. 2.3. abra és animécioé az asszociativitasra), igy a zarojelek akar
el is hagyhatok. Az is igaz azonban, hogy ha asszociativ a miivelet, akkor
hosszabb miiveletlancok elvégzése esetén is fiiggetlen az eredmény a zérdje-
lezést6l. Ha tehat (S, 0) félcsoport, akkor példaul tetszéleges a,b,c,d € S
esetén:

(((aob)oc)od> =(ao(boc))od=
=(aob)o(cod) =
:CLO(bO(cod)) =
=ao((boc)od).

A fenti egyenlGségek az asszociativitas definiciojabol konnyen bizonyithato-
ak, mi most tetsz6leges n (> 3, pozitiv egész) darab elem esetére fogjuk
bizonyitani a kovetkezs allitast.

3.1. Tétel. Az (S, o) félesoportban véges sok elemen végrehajtott mivelet
eredménye fiiggetlen a zaréjelek elhelyezkedésétél.

Bizonyitas. Egy vagy két elem esetén semmitmondé az allitas, n > 3 da-
rab elem esetén teljes indukciéval fogjuk bizonyitani. Hirom elem esetén az
asszociativitds miatt nyilvanvaldéan igaz az allitas. Legyen n > 3, és tegyiik
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fel, hogy minden n-nél kisebb darabszamra mér igaz az allitas. Jeloljik A-val
az n elemen a rogzitett

((( ..(agoag)o...)o (ln—1) o an>

zérojelezéssel nyert eredményt, B-vel pedig egy tetszGleges zardjelezéssel
nyert eredményt. Azt szeretnénk bizonyitani, hogy A = B. Kénnyen meg-
gondolhat6, hogy B mindig felithat6 B = C' o D alakban, ahol D mar n-nél
kevesebb elemet tartalmaz, igy indukcios feltevésiink szerint atzardjelezhetd
D = FE o ay, alakura. Ekkor B = Co D = C o (E o ay). Az asszociativitas
miatt viszont Co(Eoay,) = (Co E)oay, ahol Co E is n-nél kevesebb elemet
tartalmaz, igy az indukcids feltevés ismételt kihasznalasaval atzarojelezhets

CoFE = (((--‘(aloag)oag)o...) oan_l)
alakuara, igy B = (C o E) o a,, = A, amit bizonyitani akartunk. OJ

Megjegyzés. Konnyen meggondolhaté, hogy ha a miivelet kommutativ is,
akkor véges sok elemen elvégzett miivelet eredménye az elemek sorrendjétsl
sem fiigg.

Megjegyzés. Ha a o mivelet asszociativ, akkor az a elemen n-szer
(n € NT) elvégzett ismételt miivelet eredménye fiiggetlen a zardjelezéstol.
Ez jogosit fel minket a kovetkezd jelolésre:

aoaoaoqo...oaq=a"

n

Szintén az asszociativitas kovetkezménye, hogy a kovetkezs azonossagok

teljesiilnek:

a¥oa™ = ", illetve (aF)™ = a*n

Ha a o mtivelet nemcsak asszociativ, hanem kommutativ is, akkor a k&-
vetkezG azonossag is igaz:

(aob)" =a"od"

Egy (S, o) félcsoportban nem feltétleniil van egységelem (vagyis olyan e €
€ S, melyre tetszGleges a € S esetén aoe = eoa = a) (ahogyan a maximum
miivelet esetében sem volt, a miiveleti tablat a 3.1. abran lathatjuk), de ha
mégis van, akkor egységelemes félcsoportrdl beszéliink. Fenti példaink koziil
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. (Nt Inko)-ban nincs egységelem.Igaz ugyan, hogy tetszdleges a-hoz ta-

lalhatok olyan x szamok, amelyekre (a, ) = a, de olyan z szam, amely
egyszerre lenne megfelel6 minden a-hoz, nincs. Mas lenne a helyzet, ha
a legkisebb kozos t6bbszoros képzését valasztottuk volna a mitveletnek,
ekkor [a, 1] = a miatt az 1 egységelem.

. (N, +)-ban a 0, (N, -)-ban az 1 egységelem.

. (Z,—) nem volt félcsoport. Ett6l még lehetne benne egységelem, de

nincs. Igaz ugyan, hogy minden a-raa — 0 =a,de 0 —a # a. (A0
jobb oldali egységelem, de nem bal oldali egységelem.)

. (N, egymés mogé iras)-ban nyilvanvaléan nincs egységelem. (Ha

azonban megengednénk a 0 darab karakterbdl allo, tgynevezett iires
sorozatot, akkor ez egységelem lenne.)

. (P(H),N)-ban egységelem a H halmaz, hiszen tetsz6leges A C H ese-

tén AN H = A. (P(H),U)-ban egységelem az iires halmaz, hiszen
tesz6leges A C H esetén AU = A.

. Az egy halmazt énmagdra vivd leképezések félcsoportjaban egységelem

az identikus leképezés.

. A maximum, illetve minimumképzés esetén attol fiigg az egységelem

létezése, hogy van-e az alaphalmaznak legkisebb, illetve legnagyobb
eleme. Maximumképzés esetén a legkisebb, minimumképzés esetén a
legnagyobb elem az egységelem (ha van).

Egy félcsoport elemeinek nem feltétleniil van inverziik. (Ahol példaul

nincs egységelem, ott nincs is értelme inverzekrsl beszélni). Belathato azon-
ban, hogy félcsoportban — ha van is — egy elemnek legfeljebb egy inverze

lehet.

3.2. Tétel. Az (S,o0) félcsoportban barmely elemnek legfeljebb egy inverze

van.

i itas. i z a elemnek a’ is és a” is inverze, vagyis
Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az a elemnek a’ is és a” erze, va

/ / - " "
aoca —=a oa =e¢ (S] aca —=a oa=e.

Ekkor az asszociativitas miatt

(a"oa)od =a"o(acd).

Mivel a’ oa =aoa’ =e ebbsl eoca’ =a”’ oe, vagyis a’ =ad”. O
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Megjegyzés. Ugyanigy lathatd be, hogy ha egy félcsoportban egy elemnek
van bal inverze is és jobb inverze is, akkor egyetlen bal inverze és egyetlen jobb
inverze van, melyek megegyeznek. Az viszont lehetséges, hogy egy elemnek
tobb bal inverze is van de csak akkor, ha jobb inverze nincs, és viszont.

Meg fogjuk mutatni, hogy ha egy egységelemes félcsoportban minden
elemnek van inverze, akkor a miivelet invertalhato, és megforditva, ha egy
félcsoportban invertalhato a mtvelet, akkor a félcsoportnak van egységeleme,
és minden elemnek van inverze.

3.3. Tétel. Ha az (S, o) algebrai struktiraban a o miivelet asszociativ, ak-
kor a kivetkezd két allitas ekvivalens:

1. Je € S, amelyre tetszéleges a € S esetén aoe = eoa = a (van
egységelem), és Ya € S-hez Ja~!, amelyre aoa ™ = atoa = e
(minden elemnek van inverze).

2. Tetszbleges a,b € S esetén van megoldédsa az aox = b ésyoa = b
egyenleteknek (a o miivelet invertélhato).

Bizonyitas. Az els6 allitasbol kovetkezik a masodik, mert mint arrél be-
helyettesitéssel konnyen meggyézddhetiink # = a~! o b megoldasa az egyik,
y = boa~! pedig a masik egyenletnek. Most megmutatjuk, hogy a masodik
allitasbol kovetkezik az els6. Az aox = b és yoa = b egyenletnek tetszéleges
a és b esetén van megoldasa, igy akkor is, ha b = a. Jeloljik az aoxz = a
megoldésat ej-vel, az yoa = a megoldasat pedig ej-vel. Meg fogjuk mutatni,
hogy a félcsoport tetszéleges c elemére teljesiil, hogy coe; = e, oc = ¢, majd
pedig hogy e; = e, amibdl kovetkezik, hogy e; = e, = e egységelem.

Legyen az y o a = ¢ egyenlet megoldasa yg és az a o x = c egyenlet
megoldasa xg. Ekkor

coej=(yooa)oe; =y,0(aoe;) =ypoa=c,
és

epoc=-¢epo(aox,) = (epoa)oxr, =aox,=mc,
vagyis e; jobb oldali, e, pedig bal oldali egységelem a félcsoportban. Ha
viszont tetszéleges c¢ esetén teljesiil, hogy coe; = ¢, akkor ¢ = ¢ esetén is,
igy ep o ej = ep. Ugyanigy, ha tetszSleges c esetén e, o ¢ = ¢, akkor ¢ = ¢;
esetén is, igy e, o ej = e;. Vagyis ep o ej ep-vel is és ej-vel is egyenld, ami
csak tgy lehet, ha e, = e;. Tehat ha e, = e; = e, akkor tetsz6leges c-re
coe =eoc=c, vagyis e egységelem. Jeloljik most egy tetsz6leges a elem
esetén a’-vel az aox = e, a”’-vel pedig az yoa = e egyenlet megoldasat. Ekkor
aoa = a"oa = e, amibdl az el6z6 tétel bizonyitasa szerint kovetkezik, hogy
a = d”, vagyis az a”*
elemnek van inverze. [

= o = a" elem az a elem inverze, tehat minden
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3.4. Tétel. Ha egy (S, 0) egységelemes félcsoportban az a elemnek is és a
b elemnek is van inverze (a-nak o', b-nek '), akkor az a o b elemnek is van
inverze, és ez (aob) =V od'.

Bizonyitas. Az asszociativitas miatt
(aob)o(tod)=(ao(bob))od.
Ebbél kihasznalva, hogy bol' = e, ace = a és aoa’ = e, a kovetkezs adodik:
(ao(bob))od =(ace)od =aod =e,
vagyis (aob)o (M oa’) = e, tehat a b’ o a’ elem jobbinverze a o b-nek.
Hasonl6an lathato be, hogy balinverz is:
(b'oa')o(aob)=bo((dca)ob)=bo(eob)=bob=c.
Ebbgl mar kovetkezik a tétel allitasa. O

3.5. Tétel. Haegy (S, o) félcsoportban a ¢ elemnek van inverze (c'), tovabba
aoc=0boc vagy coa=cob, akkor a =25.

Bizonyitas. Ha aoc=boc, akkor (aoc)ocd = (boc)oc. Felhasznalva az
asszociativitast,

(aoc)od =ao(cod)=a és (boc)od =bo(cod) =0

Ezek szerint a = b. Hasonléan lathaté be az is, hogy ha coa = co b, akkor
a="0.01

Megjegyzés. Ha egy (S, o) struktirdban — annak ellenére, hogy nem min-
den elemnek 1étezik inverze — teljestil, hogy Va, b, c € S elemekre aoc = boc,
illetve c o a = c o b esetén teljesiil a = b, akkor azt mondjuk, hogy ebben a
strukturaban érvényes az egyszertisitési szabaly. Ilyen struktara példaul
a természetes szamok az Osszeadasra. (Az, hogy itt teljesiil az egyszertisitési
szabély levezethetd példaul a Peano-axiomakbol: ha két rakovetkezs egyenld,
akkor a két szam is egyenls, és visszafelé 1épkedve a szamokon eljutunk az
a = b-hez.)

Részfélcsoport

Ha egy (S, 0) félcsoportban elemek valamilyen nem iires halmaza zart a mi-
veletre nézve, akkor ez a halmaz az adott miiveletre 6nmagéaban is félcso-
portot alkot. Az ilyen tulajdonsagi halmazokat szokds az eredeti félcsoport
részfélcsoportjainak nevezni. Az (S, 0) félesoport (S7,0) részcsoportjat igy
jeloljik: S > S7 vagy S1 < S.
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3.2. Definicié. Ha az (5, 0) félcsoportban S* C § és (S*,0) 6nmagéaban is
félesoport, akkor azt mondjuk, hogy (S*,0) részfélcsoportja az (S, o) félcso-
portnak.

3.6. Tétel. Legyen S* (nem iires) részhalmaza S-nek, és (S, o) félcsoport.
(S*,0) akkor és csak akkor részfélcsoportja (S, 0)-nek, ha tetszdleges a,b €
€ S5* esetén a o b is eleme S*-nak.

Bizonyitas. Ha (S*, o) részfélcsoportja (S, o)-nek, akkor énmagéban is fél-
csoport, aminek sziikséges feltétele, hogy az S* halmaz zart legyen a o mi-
veletre nézve, ami éppen azt jelenti, hogy tetszGleges a,b € S* esetén a o b
is eleme S*-nak. Ha tetszéleges a,b € S* esetén a o b is eleme S*-nak, akkor
az S* halmaz zart a o mtveletre. Ahhoz, hogy félcsoport legyen az kell még,
hogy a o mivelet asszociativ legyen. Abbol azonban, hogy (.S, o) félcsoport,
tudjuk, hogy a o miivelet asszociativ, igy mivel S* C S, (S*, o) részfélcso-
portja (S, o)-nek. OJ

Tetsz6leges (S, 0) félcsoport trividlisan részfélcsoportja énmaganak. Ha
van a félcsoportban egységelem, akkor ez az elem 6nmagaban e o e = e mi-
att szintén trivialisan egy egyelemi részfélcsoportot alkot. Az ettdl a kétféle
(trivialis) részfélesoporttol kiilonbozs részfélesoportokat szokas valddi rész-
félcsoportnak nevezni. A trivialis részfélcsoportot ennek megfelelGen szokas
nem valédinak is nevezni.

Valodi részfélcsoportja példaul a természetes szdmok Osszeadési félcso-
portjanak a paros természetes szamok halmaza (mert két paros természetes
szam Osszege is paros termeészetes szam), vagy egy tetsz6leges n termeészetes
szadm nem negativ tobbszordseinek a halmaza az Gsszeadasra nézve. Szintén
valodi részfélcsoport példaul a 100-nal nagyobb egészek halmaza (mert két
100-nal nagyobb egész Osszege is 100-nal nagyobb egész).

Néha arra vagyunk kivancsiak, hogy egy adott félcsoportnak melyik az a
legsziikebb részfélcsoportja, amely néhany elére rogzitett elemet tartalmaz.
Legsziikebben azt értjiik, hogy neki mar nincs olyan sajat magatol kiilonbo-
76 részfélcsoportja, amely a megadott elemeket tartalmazné. Azt, hogy ez
egyértelmt, a kovetkez§ tétel garantalja.

3.7. Tétel. Egy félcsoport akarhany részfélcsoportjanak metszete vagy iires,
vagy szintén részfélcsoport.

Példaul:
BizonyitL.}éls. Legyen (S1,0) is és (S2,0) is részfélcsoportja (S, o)-nek. Elég

azt megmutatni, hogy tetszGleges a,b € S1 M .S esetén aob € SN Ss.

Ha a,b € 51N S5, akkor a is és b is eleme Sp-nek is és Ss-nek is. Mivel
(S1,0) félesoport, az igaz lesz, hogy a ob € Sy, és mivel (S, 0) is félesoport,
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(S, 0) = (R, +) SNS=S (§N§,0=(§,0)
(S,0)

(S,0)

(S0 =R, +) SNS =0
‘ (Sz,?)

3.3. abra.

aob € Sy. Ha viszont S1-nek is és So-nek is eleme, akkor a metszetiiknek is.
Ketténél tobb részfélcsoport esetén ugyanigy gondolhaté meg, hogy ha a is és
b is eleme a részfélcsoportok metszetének, akkor aob is eleme a metszetnek. [

Most mar biztosak lehetiink abban, hogy ha megadjuk egy félcsoport
valahény elemét, akkor mindig lesz a félcsoportnak egy legsziikebb részfél-
csoportja, amely a megadott elemeket tartalmazza, hiszen az eredeti teljes
félcsoport mindig tartalmazza az adott elemeket, ha pedig t&bb olyan részfél-
csoport is van amely tartalmazza az adott elemeket, akkor az Gsszes ilyennek
a metszete lesz a legsziikebb.

3.3. Definicio. Az (5, 0) félcsoportnak azt a legsziikebb (S*,0) részfélcso-
portjat, amelyre teljesiil, hogy a,b,c,... € §*, az a,b,c... elemek dltal ge-
nerdlt részfélcsoportjanak nevezzik.

Péeldaul: (N, +)-ban a 0 az egyelemd, csak a 0-t tartalmazo részfélcso-
portot generélja, az 1 a pozitiv egészek Osszeadéasi félcsoportjat, a 2 a paros
pozitiv egészeket,egy tetszbleges n pozitiv egész szdm pedig az n pozitiv
tObbszorseit.

Két rogzitett elem, a és b esetén, azoknak a szdmoknak a halmazat kap-
juk, amelyek elsallnak ax + by alakban, ahol x és y természetes szamok, de
nem mindketts 0.

Ha példaul a = 3 és b = 5, akkor az altaluk generalt részfélcsoportnak
eleme lesz a 3,az5,a3+3=6,a3+5=8,a34+3+3=9,az5+5=10,
tovabba a 8 +3 = 11, a 94+ 3 = 12, a 10 + 3 = 13, és igy tovabb, 3-
asaval novelve a mar megkapott elemeket, az 6sszes 13-nal nagyobb egészt
megkapjuk. Vagyis a 3 és az 5 altal generélt részfélcsoportnak a 3, az 5 és a
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6 mellett minden 8-nal nem kisebb egész szam eleme lesz. (Altalaban is igaz,
hogy ha (a,b) = 1, akkor minden (a — 1)(b — 1)-nél nem kisebb egész elgall
az + by alakban, ahol = és y természetes szamok, de nem mindketts 0.)

Komplexusok

3.4. Definicié. Az (S,o0) félecsoportban az S halmaz egy tetszéleges nem
iires részhalmazat komplexusnak nevezziik. Komplexusok kozott értelmezziik
a kovetkez6 komplezusszorzds nevii miveletet.

3.4. abra.
3.5. Definicio. Legyen K és Ky az (S, o) félcsoport két komplexusa.

KioKy:={aob|ae€ K; ésbe Ky}

Két komplexus szorzata tehat egy olyan halmaz, mely az S halmaz eleme-
ib6l készitett Oszes olyan kéttényezss ,szorzat”ot tartalmazza, ahol a ,szor-
zat” els§ tényezGje K1-bol, a masodik Ks-bol valé.

Megjegyzés. A komplexusszorzds miivelet nevében a szorzds nem a Szorzas
nevi miveletet jelenti, hanem azt a mtveletet, amelyre nézve az S halmaz
félcsoportot alkot. Ha ennek a miiveletnek van sajat neve, akkor a szorzds
szot helyettesithetjiik ezzel a névvel, példaul (N, +) komplexusain végzett
komplexusszorzas esetén szokés a komplexusok 6sszeadésérol beszélni.

Példaul:

1. Legyen az (N, +) félcsoportban K; = {0,1} és Ko = {10, 100}.
Ekkor K; + K> = {10,11,100, 101}.

2. Legyen S = {0,1,2,3,4}, a miivelet a modulo 5 Gsszeadas. (S erre a

miiveletre zart, a miivelet asszociativ, tehat (S, + moq 5) félcsoport.) Ha
K1 = {1,2} és K» = {3,4), akkor K1+ K» = {14+3,1+4,2+3,2+4} =
{4,0,1}. De:
Legyen S = {1,2,3,4}, a mtivelet a modulo 5 szorzas. (S erre a mu-
veletre zart, a mivelet asszociativ, tehat (S,-mod5) félcsoport.) Ha
Ki = {1,2) és Ky = {3,4}, akkor K1 - Ko = {1-3,1-4,2-3,2"
-4} ={3,4,1}.
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Két komplexus szorzata nyilvanvaléan szintén komplexus, vagyis szintén
részhalmaza az S halmaznak, hiszen minden a € Ki-re és b € Ko-re a is és
b is eleme S-nek, és mivel S zart arra a miveletre, amire nézve félcsoport,
a-b is eleme S-nek. Ez egyben azt is jelenti, hogy egy (.5, o) félcsoport dsszes
komplexusainak halmaza zart a komplexusszorzésra nézve.

3.8. Tétel. A komplexusszorzas asszociativ.

Bizonyitas. Az allitas azon mulik, hogy az eredeti félcsoportban asszociativ
a miivelet. Legyen ugyanis K7, Ky és K3 az (S, o) félcsoport harom tetszole-
ges komplexusa. Azt szeretnénk belatni, hogy (Kj0K3)oKs = Kj0(K20K3).

(K10K2)0K3:{(a0b)00|(IEKl,bEKQ,CGK;g}
Klo(Kgng):{aO(boc)|aEK1,b€K2,c€K3}

Mivel tetszGleges a,b,c € S esetén (a ob)oc = ao (boc), a két halmaz
egyenls. [J

Tételiink miatt egy tetszéleges (S, o) félcsoport esetén S Gsszes komple-
xusainak halmaza félcsoportot alkot a komplexusszorzasra.

Példaul: legyen S = {0, 1}, a mtivelet pedig a szokasos szorzas. Kénnyen
meggy6zédhetiink arrdl, hogy (S, -) félcsoport (csak azt kell ellendrizniink,
hogy a mitvelet nem vezet ki). Ekkor S 0Osszes komplexusainak halmaza:
{{0},{1},{0,1}}, a komplexusszorzas miivelettablazata pedig a kovetkezo:

{0y {1} {o.1}
{0y | {0y {0} {0}
{1y | {0y {1} {01}

{0,1} [ {0} {0,1} {0,1}

Feladatok

1. Az S = {i,h} logikai értékek halmaza mely logikai miiveletekkel alkot
félcsoportot?

2. Félesoportot alkot-e a {10, 12, 14, ...} végtelen halmaz a szokasos Gssze-
adasra, illetve a szokasos szorzasra nézve? Allapitsuk meg, hogy milyen
tulajdonsagokkal rendelkeznek ezek a miveletek!

3. Fécsoportot alkot-e az {0, 1,2, 3} halmaz a 4 maradékai szerint végzett
osszeadéasra, illetve szorzéasra nézve? (Vagyis ha valamely miivelet ered-
ménye nem esik a halmazba, akkor ahelyett annak 4 szerinti maradékat
vessziik.) Allapitsa meg, hogy milyen tulajdonségokkal rendelkeznek
ezek a miveletek!
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4. Félcsoportot alkot-e az egész szamok f6lotti polinomok halmaza a po-
linomd&sszeadas miiveletére?

5. Félcsoportot alkot-e a sik vektorainak halmaza a szokasos vektorossze-
adas miveletére?

6. Félcsoportot alkot-e a stk vektorainak halmaza a szokasos skalarszorzés
mitiveletére?

7. Igazolja, hogy a 2 x 2-es valés méatrixok halmaza a matrixdsszeadasra
félcsoportot alkot!

8. Igazolja, hogy az S = {2k | k € N} halmaz a szokasos sszeadésra nézve
félcsoportot alkot! Tekintsiik ennek két komplexusat: Ky = {2,4,6} és
Ky = {10,20,30}. Hatarozza meg a K; + K komplexusszorzatot!

9. Igazolja, hogy a 2x2-es regularis (invertalhat6) valos matrixok halmaza
a matrixszorzasra nézve félcsoportot alkot!

(a) Reszfélcsoportotjat alkotjak-e az 1 determinansi matrixok?

(b)

()

(d) Mi az 1, illetve a —1 determindnsi matrixok részhalmazéanak
komplexusszorzata?

Reészfélcsoportotjat alkotjak a —1 determinansd matrixok?

Mi az altaluk generélt félcsoport?

10. Az S = {a, b, c} halmazon értelmezziik ugy a o mtiveletet, hogy tetszs-
leges z,y € S elemekre z o y = y. Félcsoport-e (S,0)?



4. fejezet

Csoportok

Mint lattuk, a félcsoportokban nem feltétleniil van egységelem, és még ha
van is, akkor sincs feltétleniil inverze az elemeknek. Azokat a specialis félcso-
portokat, amelyekben van egységelem és minden elemnek van inverze, cso-
portoknak nevezik. A 3.3. Tétel szerint ezt a definiciot a kdvetkezGképpen is
megfogalmazhatjuk:

4.1. Definicié. A (G, o) algebrai struktira csoport, ha a o mitvelet asszo-
ciativ és invertalhato.

Ha a miivelet még kommutativ is, akkor szokis kommutativ csoportrol
vagy mas néven Abel-csoportrél beszélni.

Példéaul:

1. (Z,+) kommutativ csoport.

2. (Z,-) nem csoport, mert a szorzas nem invertalhato (csak a £1-nek van
multiplikativ inverze).

3. (Q,+), (R,+), (C,+) kommutativ csoportok.

4. (Q,), (R,-), (C,-) egyike sem csoport, mert a szorzas nem invertalhato
(az a-x = b egyenletnek nincs megoldéasa, haa = 0és b £~ 0). Kénnyen
meggondolhaté azonban, hogy (QT,-), (RT,-), (C\{0},-) és (Q\{0},"),
(R\ {0},-), (C\ {0}, -) mindegyike kommutativ csoport.

5. Tetszbleges test feletti polinomok az Osszeadésra nézve kommutativ
csoportot alkotnak, a szorzasra nézve nem alkotnak csoportot.

6. Az n x n-es matrixok halmaza az Osszeadésra nézve kommutativ cso-
port, a szorzasra nézve nem csoport.

34
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7. Szimmetriacsoportok

Egy tetszGleges geometriai alakzatot Onmagéara vivé egybevigosagi
transzforméciok csoportot alkotnak a leképezések szorzasara (transz-
formaciok egyméasutanja) nézve. (Egybevagosigok egymasuténja is
egybevagosag; a leképezések szorzasa asszociativ; egységelem az iden-
tikus leképezés (helyben hagyas, ami szintén egybevagosag); az egybe-
vagosagi transzformaciok bijektiv leképezések, igy mindegyiknek van
inverze, és az szintén olyan bijektiv leképezés, amely az alakzatot on-
magara viszi.) Ezt a csoportot nevezik az illetd alakzat szimmetriacso-
portjanak.

Példaul a (nem négyzet) téglalap szimmetriacsoportjanak négy eleme
van: e (helyben hagyéas), fiso (180 fokos forgatas, més néven kozéppon-
tos tlikrozés), t1 és ty (az oldalfelezd merdlegesekre vonatkozo tengelyes
titkrozes), miivelettablazata pedig a kovetkezs:

| e fisw Lt
e e fiso t1 ta
figo | fiso e to t

t t to e fiso
to to t1 fiso e

A szabélyos sokszogek szimmetriacsoportjat szokas diédercsoportnak is
nevezni, ahol D,,-nel jeldljiik a szabélyos n-szog diédercsoportjat (csak
az n > 2 esettel foglalkozunk). Egy szabalyos n-szog D,, szimmetria-
csoportjanak (ahol n > 3) mindig 2n eleme van (n darab tengelyes
tikrozés és — beleértve a 0 fokos forgatést, azaz a helyben hagyést — n
darab forgatés), és sohasem kommutativ csoport.

fi20 ta

240

tc

4.1. dbra. D3 — a harmadrendii diédercsoport
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8. Mod m maradékosztalyok

Egy tetsz6leges m modulus esetén kommutativ csoportot alkotnak a
mod m maradékosztalyok az Gsszeadéasra nézve. (A maradékosztalyok
Osszeadasa asszociativ és kommutativ; egységelem a 0 maradékoszté-
lya; az a elem maradékosztalyanak additiv inverze a —a elem mara-
dékosztélya.) Szokasos jelolése ennek a csoportnak: (Z,, +).

Az is kénnyen meggondolhatd, hogy a mod m redukalt maradékosz-
talyok kommutativ csoportot alkotnak a szorzéasra nézve. (Redukalt
maradékosztéilyok szorzata is redukalt maradékosztaly; a maradékosz-
talyok szorzésa asszociativ és kommutativ, egységelem az 1 maradék-
osztélya, az a elem maradékosztalyanak inverze — az Euler-Fermat tétel
kovetkeztében — az a®(™~1 maradékosztalya.)

-16 —-11 -6 -1 4 9 14 19 24
=7 =12 =7 =2 3 8 13 18 23
—18 —-13 -8 -3 2 7 12 17 22
-19 —-14 -9 4 1 6 11 16 21
-20 —-15 —-10 -5 0 5 10 15 20

4.2. abra. A modulo 5 maradékosztalyok — és lehetséges reprezentansaik

Példaul az m = 5 esetben a mod 5 maradékosztalyok Osszeadasanak
és a redukélt maradékosztalyok szorzasdnak miivelettablazata:

+10 1 2 3 14 I
LI e 11 2 3 1
0/0 1 2 3 1 S
ol e 1/1 2 3 14
1/1 23 10 il
il e e 212 4 1 3
212 3 4 0 1 il B
il 313 1 4 2
3/]3 401 2 113 35 1
114 01 2 3

9. Permutaciécsoportok

Egy H halmazt énmagara vivs bijektiv leképezéseket permutdcicknak
nevezziik. Ha a H halmaznak n darab eleme van, akkor n! darab kiilon-
boz6 bijektiv leképezés viszi dnmagara, vagyis n elem permutaciéinak
szama n!. Ha példaul H = {1,2,3}, akkor a hat bijektiv leképezés:

1.1—-1 2. 1—1 3.1-2 4.1—2 5 1—-3 6.1—3
2—2 2—3 2—1 2—3 2—-1 2—2
3—3 3—2 3—3 3—1 3—2 3—1



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Térok Judit: A modern algebra alapjai 37

Szokésos jeloléssel:

1 2 3 1 3 1 3

1 2 3/’\1 2/)7\2 3/’

1 2 3 1 3 1 3

2 3 1)7\3 2)7\3 1)
Egy n elemii halmaz 6sszes permutacioi csoportot alkotnak a leképezé-
sek szorzésara nézve, ugyanis bijektiv leképezések szorzata is bijektiv;
a leképezések szorzasa asszociativ; egységelem az identikus leképezés,

ami szintén bijektiv; a bijektiv leképezések invertalhatoak, és inverziik
is bijektiv.

=N W N
NN =N

Példaul: (Vigyazzunk! A permutaciok — mivel maguk is leképezések —
szorzésakor elGszor, azaz balrél a kiils6 hozzarendelést irjuk le, utana,
tehat jobbrol a bels6t. Gondoljunk az (f - ¢)(x) = f(g(z)) irasmodral)

12 3) (12 3\ (123
2 13)°\312) ~\382 1)
123\ (123
2 31) ~\31 2)

4.4. abra.
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10.

11.

Az n elem 0Osszes permutéicidinak csoportjat n-ed rendt szimmetrikus
csoportnak nevezik, és Sp-nel jelolik. Az n = 2 esetet kivéve S, sosem
kommutativ. S,-nek azokat a részhalmazait, amelyek énmagukban is
csoportot alkotnak a leképezések szorzasara, szokas permutdcidcsopor-
toknak nevezni. Jelolése: P,.

Tekintsiik a valos szamokon értelmezett (nem konstans) linearis fiigg-
vények halmazat. Ez a halmaz (nem kommutativ) csoportot alkot a
fiiggvények Osszetételére nézve. (Linaris fliggvények kompozicidja is
linearis figgvény; a leképezések szorzasa asszociativ; egységelem az
x — x fliggvény, a linaris fiiggvények bijektivek, igy invertalhatoak,
és inverziik is linearis.)

ar-( )+a bi( )+b

bl(alx +ay)+ by =a3x + by

KI<IIQ[PD > [A] [— e+

4.5. abra.

Ertelmezziik az egész szamok halmazan a kovetkezd miveletet:

b, h :
aob:= {a +5 16 paros (2.4. &bra)

a — b, ha a paratlan

Konnyen belathato, hogy ez a o miivelet asszociativ; egységelem a 0;
minden paros szam inverze az ellentettje, minden paratlan szdm inverze
onmaga. Vagyis (Z,o) csoport, amely példaul 203 =5 de 302 =1
miatt nem kommutativ.

4.2. Definicié. Egy (G, o) csoport rendjén a G halmaz |G| szamossagat
értjiik. Ha G véges halmaz, akkor véges (rendti), ha G végtelen halmaz,
akkor végtelen (rendt) csoportrol beszéliink.

Fenti példaink koziil az 1., 3., 4., 5., 6., 10. és 11. csoportok végtelen
rendtiek. Egy geometriai alakzat szimmetriacsoportjanak rendje megegyezik
azoknak a kiilonbo6z8 egybevagosagi transzformacioknak a szaméval, amelyek
az alakzatot 6nmagéara viszik. Ez a rend lehet végtelen is (példaul kor vagy
egyenes esetén), véges is (példaul a téglalap esetén 4). A szabalyos n-szog
diédercsoportjanak rendje |D,| = 2n. A mod m maradékosztalyok Ossze-
adasi csoportjanak rendje m, a mod m redukalt maradékosztéilyok szorzasi
csoportjanak rendje ¢(m). Az S,, szimmetrikus csoport rendje n!.
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Részcsoport

4.3. Definicié. A (G, o) csoport részcsoportjanak nevezziik a (G*, o) struk-
taurat, ha G* C G és (G*, o) maga is csoport. Jelolése: G* < G vagy G > G*.

Példaul:

1. (Z,+)-nak részcsoportja a paros szamok halmaza (vagy egy tetszdleges
egész Osszes tobbszoroseinek halmaza) az Osszeadasra nézve.

2. (Q7,-)-nak részcsoportja példaul a 2% alaki racionalis szamok halma-
za, ahol k egész szam.

3. A test feletti polinomok Osszeadési csoportjanak részcsoportja példaul
a legfeljebb masodfoki polinomok halmaza.

4. Az n x n-es matrixok Osszeadasi csoportjaban részcsoportot alkotnak
azok a matrixox, amelyekben példaul az els§ sor elsé eleme 0.

5. Egy szabalyos n-sz0g szimmetriacsoportjaban példaul részcsoportot al-
kotnak a forgatasok (beleértve a 0 fokos forgatast).

6. (Ze, +)-ban részcsoportot alkotnak példaul a paros maradékosztalyok.

7. S3-ban részcsoportot alkot példaul a kévetkez6 harom permutécio:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
12 3/)’\2 3 1)’\3 1 2
8. A val6s szamokon értelmezett linearis fiiggvények fiiggvénykompozicios

csoportjaban részcsoportot alkotnak példaul azok az x — ax + b alaki
fiiggvények, ahol a és b racionalis (a # 0).

9. A csoportokra irt 11. példa (Z, o) csoportjaban részcsoportot alkotnak
a paros szamok, vagy egy tetszéleges paros szam Osszes tObbszorosei.
Szintén részcsoport példaul a {0,3} halmaz.

Ahhoz, hogy egy csoport egy részhalméazarol eldontsiik, hogy részcsoport-
e, elegendd azt ellendrizniink, hogy benne van-e az egységelem, és hogy zart-e
a miiveletre és az inverzképzésre nézve.

4.1. Tétel. Legyen G* nem tires részhalmaza G-nek, és (G,o) csoport. Ek-
kor (G*,0) akkor és csak akkor részcsoportja (G, o)-nek, ha Ya,b € G*-ra
aob!is eleme G*-nak.
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Bizonyitas.

1. Ha (G*, o) részcsoportja (G, o)-nek, akkor 6nmagaban is csoport, igy
G* tetszbleges b elemének b~! inverze is benne van G*-ban, és tetszéleges
két elemén elvégzett miivelet eredménye — vagyis a o b~! is — eleme G*-nak.

2. Mivel (G, o) csoport, a o miivelet asszociativ és invertalhato, csak azt
kell igazolnunk, hogy G* zart a mitveletre és az inverzképzésre. Ha Va,b €
€ G*-ra a o b~ ! is eleme G*-nak, akkor tetszéleges a € G*-ra aoa™! = e,
vagyis az egységelem is, tovabba e o ™! 1 vagyis egy tetsz6leges elem
inverze is eleme G*-nak, igy a mitvelet invertdlhaté. Ez azt jelenti, hogy
Va,b € G*-ra a,b! is eleme G*-nak, igy ao (b™1)"! = aob is, vagyis G*
zart a miveletre. [

:a_

Megjegyzés. A bizonyitias masodik felét visszafelé gondolkodva is elvégez-
hetjiik.

Azt szeretnénk bizonyitani, hogy tetszéleges a,b € G* elemekre a o b is
benne van G*-ban.

Mivel mi csak g1 o g5 ! tipusi elemre tudunk kévetkeztetni, azt kell be-
latnunk, hogy a o (b=1)~1 € G*, vagyis hogy b~! is benne van G*-ban.

Az a feladat, hogy bebizonyitsuk, hogy ha b € G*, akkor b~! € G*. Vagyis
b=t g0 g2_1 alakban kell felirnunk. Ezt igy lehet: b=! = eob™!.

Most mar csak azt kellene latnunk, hogy e is benne van G*-ban. Eszerint
e-t g1 o g;l alakban kell felirnunk: ¢; o gfl, ahol g1 € G*. Mivel G* nem
iireshalmaz, biztosan van eleme, legyen ez a ¢;.

Vagyis belattuk, hogy tetszbleges a,b € G* elemekre b~ !, e is benne van
G*-ban, igy a o [(a o a_l) ) b_l] =aqaobis.

A komplexusszorzas segitségével a kovetkezGképpen is megfogalmazhat-
juk annak sziikséges és elégséges feltételét, hogy egy részhalmaz részcsoport
legyen:

4.4. Definicié. Legyen K C G a (G, o) csoport egy komplexusa. A K komp-
lexus inverzén a K~ := {k™! | k € G} komplexust értjiik.

4.2. Tétel. A (G, o) csoport egy K komplexusa akkor és csak akkor rész-
csoport, ha K o K~ C K.

Bizonyitas. A tétel az el6z6 tétel atfogalmazésa, az, hogy K o K~ C K,
éppen azt jelenti, hogy a,b € K-ra aob~! is eleme K-nak. OJ

4.3. Tétel. Egy csoport valahany részcsoportjanak metszete is részcsoport.
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Bizonyitas. Legyen (Gi,0) és (Ga,0) a (G,0) csoport két részcsoportja.
Azt, hogy (G1NGe, o) félesoport, mar a 3.7. Tételben bizonyitottuk. Azt kell
még megmutatnunk, hogy a metszet zart az inverzképzésre. Mivel (G1,0) is
és (Gg,0) is részcsoport, mindketts, ezért metszetiik is tartalmazza (G, o)
egységelemét. Ugyanigy, a kozos rész elemeinek inverze benne van Gi-ben
is és Ga-ben is, igy azok metszetében is. Vagyis a mivelet a metszeten is
invertalhato. (Ketténél tobb részesoport esetén ugyanigy gondolhatoé meg,
hogy azok metszete is részcsoport.) O

4.5. Definicié. A (G, o) csoport egy eleme vagy egy komplexusa altal ge-
nerdlt részcsoportjdn a legsziikebb olyan részcsoportjat értjiik, amely tartal-
mazza az illetd elemet, illetve komplexust.

Megjegyzés. Olyan részcsoport, amely az adott komplexust tartalmazza,
mindig létezik, ha mas nem, akkor a teljes csoport. Ha tobb ilyen is létezik,
akkor nyilvanvaléan az 0sszes ilyen metszete lesz a legsziikebb, igy egy komp-
lexus altal generalt részcsoport mindig egyértelmd. (Az elemet felfoghatjuk
egyelemii komplexusnak.)

4.6. Definici6. Az olyan részcsoportokat, amelyeket egyetlen elem general,
ciklikus részcsoportnak nevezziik. Ha a csoportnak van olyan eleme, amely a
teljes csoportot generalja, akkor a csoportot ciklikus csoportnak nevezziik.

Peéldaul:

1. (Z,+)-ban az a szam altal generalt ciklikus részcsoport az a szam Osszes
tobbszoroseinek halmaza lesz. Altalaban az {a,b,c, ...} komplexus al-
tal generalt részcsoport az a, b, c, ... elemek legnagyobb kozos osztdjé-
nak Osszes tObbszoroseibdl allé halmaz lesz, amely szintén felfoghatd
egyetlen elem — a legnagyobb ko6zos oszté — altal generalt részcsoport-
nak, igy szintén ciklikus.

2. A nem négyzet téglalap szimmetriacsoportjaban e a csak énmagat tar-
talmazo egyelemi részcsoportot generalja; fiso az {e, figo} kételemd
részesoportot generalja, t1, illetve to pedig az {e, t1 }, illetve {e, to} két-
elemti részcsoportot generédlja. Ha egy komplexus tartalmazza mindkét
tengelyes tiikrozést, vagy az egyik tengelyes tiikkrozést és a 180°-os for-
gatast, akkor az altala generalt részcsoport maga a teljes csoport lesz.
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t
7N
fO tl
4.6. abra.
3. (Zg,+)-ban

a 0 maradékosztalya a {0} részcsoportot,
az 1 maradékosztalya a teljes csoportot,
a 2 maradékosztalya a {0,2,4} részcsoportot,
a 3 maradékosztéalya a {0, 3} részcsoportot,
a 4 maradékosztalya a {0,2,4} részcsoportot,
az b maradékosztalya a teljes csoportot generalja.

4. A csoportokra emlitett 11. példa (Z,0) csoportjaban a 0 a csak &t
tartalmazo6 egyelemd részcsoportot generdlja, tetszéleges paros szam
az G Osszes tObbszoroseibdl allo részcsoportot, tetszéleges k paratlan
szam pedig a {0, k} kételem részcsoportot generalja.

Altalaban ha egy csoportban az a elem &ltal generalt részcsoportra va-
gyunk kivancsiak, akkor ennek a részcsoportnak tartalmaznia kell az a ele-
met, a miivelet zartsiga miatt az a o a = a® elemet, emiatt és a mtvelet
zértsaga miatt az a® o a = a® elemet is és igy tovabb, az Osszes a” alaku
elemet (n pozitiv egész). Tartalmaznia kell tovabba az egységelemet, és az
Osszes elem inverzét, vagyis az osszes a~* alaku elemet, ahol k egész szam.

Véges csoportban (ahol az alaphalmaznak véges sok eleme van) az a
elem pozitiv egész kitevGs hatvinyai csak véges sokféle értéket vehetnek fel
(hiszen a mivelet zartsaga miatt minden hatvany benne van a csoportban,
de a csoportnak csak véges sok eleme van), és megfigyelhetjiik, hogy ezek
kozott szerepel az egységelem is, és minden felvett érték inverze is.

Példaul: S3-ban az a = <Z1’>

ARG
V(-

2 oy o
1 permutacié hatvanyai:

3

1 Y

3 =€
3 =

2

NN W N

S

w

Il
N
[N
W N =N
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Lathato, hogy innen kezdve nem kapunk tjabb elemeket, a® = e miatt
a* = a, igy a® = a2, a = a® = e sth. Azt is észrevehetjiik, hogy az a elem
inverze éppen az a? elem (és viszont), igy az a elem &ltal generalt részcsoport

a fenti harom elembdl all.

4.4. Tétel. Véges csoportban tetszdleges elemnek van olyan pozitiv egész
kitevGs hatvanya, amely egyenld az egységelemmel.

Bizonyitas. Legyen (G, o) egy véges csoport, a pedig egy tetszdleges eleme
G-nek. Tekintsiik az a, a?, a®, a*, ... elemeket. Mivel a miivelet zartsaga
miatt mindegyikiik eleme a csoportnak, aminek viszont csak véges sok eleme
van, elébb-utébb eljutunk egy olyan hatvanyig, ami mér szerepelt. Tegyiik
fel, hogy a, a2, a3, ..., a* ! mind kiilénbozéek, a® az elsé olyan, amely
megegyezik valamelyik korabbival, mondjuk a‘-nel (I < k). Ha viszont a* =
a', akkor az egyenléség mindkét oldalat I-szer megszorozva a inverzével azt
kapjuk, hogy a*~! = e, ahol | < k miatt 0 < k — [ < k. Vagyis van olyan

pozitiv egész n, amelyre a” = e. O

Megjegyzés. Azt is konnyd belatni, hogy amennyiben a* az els6 olyan hat-
vanya a-nak, amely megegyezik valamelyik korabbival, akkor a bizonyités je-
161éseit hasznalva [ = 1 és n = k — 1, vagyis az els6 megismétl6ds elem maga
az a lesz, és a megismétlgdését kozvetleniil megel6z6 elem az egységelem. Ez
azon mulik, hogy ha a™ = e, akkor ™! = a, de @ méar biztosan szerepelt a
felsorolasban, igy ha n kisebb lenne k — 1-nél, akkor mar a* elétt lett volna
ismétlgdés.

4.7. Definici6. Legyen a egy csoport eleme. Azt a legkisebb pozitiv egész
n kitevét, amelyre a™ = e, az a elem rendjének nevezzik, és o(a)-val (or-
d6 = rend) jeloljiik. Amennyiben nincs ilyen kitevs, azt mondjuk, hogy az
elem rendje végtelen.

A 4.4. Tétel szerint véges csoportban minden elem rendje véges.

4.5. Tétel. Véges csoportban egy tetszbleges a elem Gsszes pozitiv egész
kitev6s hatvanyainak halmaza a csoportbeli miiveletre nézve részcsoportot
alkot.

Bizonyitas. Az a elem hatvanyainak halmaza nyilvan zart a miiveletre néz-
ve, hiszen a két hatvanyanak ,szorzata” (a ,szorzat” most a csoportbeli mii-
velet eredményét jelenti) is a hatvanya. Azt kell megmutatnunk, hogy az
inverzképzésre is zart.

Véges csoportban minden elem rendje véges, igy van olyan (pozitiv egész)
n, amelyre a = e, vagyis a hatvanyai kozott szerepel az egységelem.
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1 n—1

n=l = g" = e, az a elem inverze ¢~ ! = @™ !, ami

Ugyanakkor, mivel aoa
szintén szerepel a hatvanyai kozott. Mivel a tetszéleges hatvanyanak inverze
megegyezik a inverzének megfelel6 hatvanyaval, a 6sszes hatvanyanak inverze
is a hatvanya lesz. [J

Megjegyzés. Ha egy csoportban az a elem rendje véges, mondjuk n, akkor
a"™ = e miatt a minden hatvanya meg fog egyezni az

e,a,a®,a®, ... ,a" "
elemek valamelyikével. Mivel ezek az elemek mind kiilonboz6ek (mert kiilon-
ben az a rendje kisebb lenne n-nél), az a elem egy éppen o(a) = n elembdl
all6 részcsoportot generél, vagyis véges csoportban minden elem rendje meg-
egyezik az altala generalt részcsoport rendjével.

Ciklikus (rész)csoportokkal kapcsolatban szamos tovabbi észrevételt te-
hetiink, konnyen belathatok példaul a kévetkezé allitasok:

— Ciklikus csoportok mindig kommutativak.

— Ha van a csoportban olyan elem, melynek rendje megegyezik a csoport
rendjével, akkor a csoport ciklikus.

— Ha egy csoportnak nincs valodi (trividlistol kiilonbozs) részcsoportja,
akkor az primszam rendd ciklikus csoport.

Csoportok izomorfiaja

Gyakran tapasztalhatjuk — példaul amikor egy adott szdmhoz keresiink olyan
csoportokat, amelyeknek az adott szdm a rendje —, hogy latszolag teljesen
kiilonb6z8 csoportok nagyon hasonléan viselkednek, azonos szerkezettiek.

Vizsgaljunk meg példaul néhany masodrendii (kételemii) csoportot:

— A paralelogramma szimmetriacsoportjanak elemei fy (helyben hagyéas)
és figo (180 fokos forgatéas, mas néven kozéppontos tiikrozés), a miive-
lettablazata a kovetkezd:

| fo fiso
fo | fo  fiso
figo | fiso  fo

~ (Z2,+) elemei a 0 és az 1 maradékosztalyok, mivelettablazata a ko-
vetkezs:
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— (Z3\ 0,-) elemei az 1 és 2 maradékosztalyok, miivelettablazata a ko-
vetkezd:

. . (1 2 1 2
— Az Sy szimmetrikus csoport elemei: ( 1 2) és <2 1), a miivelettab-

lazat a kovetkezd:

(1 2)
(2 )

Lathato, hogy a fenti csoportok bizonyos értelemben teljesen egyformak,
a két elem koziil az egyik (e) egységelem, a méasik (a) pedig egy mésodrendi
elem, miivelettablazata pedig mindegyiknek a kdvetkezd alaki:

o e a
(& e
a|a e

Koénnyen belathaté az is, hogy egy tetszéleges kételemt csoport egység-
elemét e-vel, a masik elemét pedig a-val jelélve mindig ilyen alaku lesz a
miivelettablazat, hiszen abbdl, hogy e egységelem (aminek egy csoportban
lennie kell), kovetkezik, hogy eoe = e és eoa = aoe = a; az inverz egyértel-
miiségébdl pedig kovetkezik, hogy a mivelettablazat semelyik sordban vagy
oszlopaban nem szerepelhet ugyanaz az elem kétszer, igy a o a csak e lehet.
Vagyis minden kételemi csoport egyforma.

Vizsgéaljuk meg most a haromelemi csoportokat. Egyik elemiik az egy-
ségelem, a masik kettsSt jeloljik a-val, illetve b-vel. A miivelettablazatanak
egységelemhez tartozoé sorat és oszlopat csak igy tolthetjiik ki:
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> OO0
R O®

Ezekutan a o a mar a nem lehet (mert a o e = a o a-bol kovetkezne e = a,
de mi feltettiik, hogy e, a és b harom kiilonb6z6 elem), igy a mésodik sor

masodik eleme vagy e, vagy b:
b
b

Figyelembe véve, hogy a miivelettdblazat egy soraban vagy oszlopaban
sem szerepelhet ugyanaz az elem kétszer, az els¢ tablazatot nem tudjuk jol
folytatni, (tehat a oa nem lehet e), a masodikbol pedig a kévetkezst kapjuk:

vagyis haromelemd csoport is csak egyféle lehet.

Koénnyen ellenérizhets, hogy ha példéul a kdvetkez6 haromelemt csopor-
tok elemeinek az alabbi modon feleltetjiik meg az e, a, b elnevezéseket, akkor
miivelettablazatuk a fenti alakot Olti:

— A szabalyos haromszog szimmetriacsoportjabol a forgatasok részcso-
portjaban e = fo, a = fi20, b = faa0.

— (Z3,+)-bane=0,a=1,b=2.

—
w

2
1

w

2

(123 (123 ,_ (123
c=\1 23/ *“T\{31 2/ “\2 3 1)

3

— S3-nak az a = <

>, elem altal generélt részcsoportjaban

Eszrevehetd az is hogy a® = b és a® = e, igy az 6sszes haromelemt csoport
ciklikus. (Hasonléan, b = a és b3 = e, igy akar az a, akér a b elem generalja.)

Azt, hogy altalaban mikor tekinthetd két csoport ,egyformanak”, tiikrozi
a kovetkezd definicio:
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4.8. Definici6. Azt mondjuk, hogy a (Gp,0) és a (Gg,*) csoportok izo-
morfak, ha létezik olyan f: Gi — Go bijektiv leképezés, amelyre tetszo-
leges a,b € Gp elemek esetén f(a ob) = f(a)* f(b). (Vagyis a két cso-
port kozott létezik kolesonosen egyértelmt, miivelettarto leképezés.) Jelolése:

(G1,0) = (Ga, *) vagy (G1,0) =~ (Ga, *).

Fenti példaink alapjan elmondhatjuk, hogy az 6sszes mésodrendd csoport
izomorf egymassal, és az 6sszes harmadrendii csoport is izomorf egymaéssal.
Az is kdnnyen belathatd, hogy az 6sszes n-ed rendd ciklikus csoport izomorf
egymassal.

Azt is mondhatjuk, hogy az egymassal izomorf csoportok csak abban
kiilonboznek egyméstol, hogy az elemek és a mitivelet neve mas az egyik
csoportban, mint a masikban, az elemek és a mivelet minden lényeges tu-
lajdonsaga ugyanaz — példaul az egyik csoport elemeinek rendje megegyezik
a masik csoportban nekik megfelels elemek rendjével, egy elem inverzének
a képe megegyezik az elem képének inverzével, ha egy csoport kommutativ,
akkor a vele izomorf csoport is az, ha az egyik ciklikus (amit egy ¢ elem
general), akkor a maésik is ciklikus lesz (amit a g képe generél) stb.

Példaul:

A negyedrendii csoportok koziil (Z4,+) izomorf (Zs \ {0}, -)-ral:

(Za,+) (Z5\{0},")
+ ‘ 01 2 3 . ‘ 1 2 4 3
00 1 2 3 0—1 111 2 4 3,
111 2 3 0 12 212 4 3 1
212 3 0 1 24 414 3 1 2
313 0 1 2 33 313 1 2 4

viszont ezek nem izomorfak példaul a téglalap szimmetriacsoportjaval, hi-
szen abban az egységelemen kiviil minden elem mésodrendd (vagyis sajat
maganak az inverze), igy nem lehet ciklikus, mig a fenti csoportokban 2-2
negyedrendi elem is van, igy ciklikusak.

A hatodrendt csoportok koziil példaul a Dj (a szabélyos haromszog szim-
metriacsoportja) izomorf az S szimmetrikus csoporttal, de nem izomorf a
(Zg, +) maradékosztaly csoporttal.

A permutéciécsoportok érdekes tulajdonsigéara utal a kdvetkezd tétel:

4.6. Tétel. (Cayley-tétel) Tetszéleges (véges) n-ed rendi (G, o) csoport-
hoz létezik Sy,-nek olyan részcsoportja, amely izomorf a (G, o) csoporttal.
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Bizonyitas. Jeloljik a csoport elemeit g1, g2, g3, ..., gn-nel, és rendeljiik
hozzéa a g; elemhez a kovetkezd permutaciot:
( 9 92 g3 - On )
gi°g1 gi©g2 §i©g3s ... gioGn)’

x
1 ovi igy jelolhetiink: .
amelyet réviden igy jelolhetiin (gi ° x)

FEz valéban permutacié lesz, hiszen ha a csoport minden elemét rendre
,megszorozzuk” g;-vel, akkor kiilonb6z6 elemeket ,megszorozva” (az inverz
egyértelmiisége miatt) kiilonbozs eredményeket kapunk; az Osszes elemet
,megszorozva’ n kiilonb6z§ eredményt kapunk, amelyek a mitivelet zartsaga
miatt mind elemei a csoportnak, aminek viszont éppen n eleme van, vagy-
is minden eleme pontosan egyszer all el§ eredményként. (Mas szavakkal: az
x — g; o x leképezés bijektiv.) Valojaban azt a permutaciot rendeltiik hozzéa
a g; elemhez, amely a csoport mivelettablazatdban a ,fejlécet” a g; soraba
viszi.

Azt fogjuk megmutatni, hogy hasonléan hozzarendelve a G csoport min-
den eleméhez a G halmaz egy permutaciojat, a

9 | 4ou

hozzéarendelés miivelettartd, vagyis a g, o g, elemhez rendelt

<(ga o ggcb) o 90)

permutacié megegyezik a g, elemhez rendelt

()

permutéacionak és a g elemhez rendelt

(o)

permutécioénak a szorzataval. Ez konnyen ellenérizhetd, a

(o)

permutéacié a csoport elemeit a gp-szeresiikbe viszi, a képekre alkalmazva a

(6.52)
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permutécioét, azok a g.-szorosukba keriilnek, igy a két leképezés egymasutan-
ja minden elemet a g, o gp-szeresébe visz. Vagyis:

<gf> x> ' <gbﬁx> N (ga 0 <9ng oa:>> N <<ga o;» x) '

Mivel a csoport kiilonb6z6 elemeihez nyilvanvaléan kiilénb6z8 permutéci-
okat rendeltiink (csoport miivelettablazatanak nem lehet két egyforma sora),
ezzel sikeriilt bijektiv, miivelettarto leképezést létesiteniink a (G, o) csoport
elemei és a G halmazhoz tartoz6 P, permutéciécsoport egy részhalmaza ko-
zOtt, ami azt jelenti, hogy a hozzarendelésben szereplé permutéciok P,,-nek
egy részcsoportjat alkotjak. Vagyis van olyan részcsoportja P,-nek, amely
izomorf G-vel. J

Példaul: (Zs \ {0}, ) esetén a kovetkezs permutaciokat rendeljiik az ele-
mekhez:

133 1 -
1|7 2 3 1 1HG§§§>
3/2 113 2b—><;ii’§>
303 17 1 32 3H<§fj;‘>
113 21 4HG§§‘D

»‘ s (0. 2 3 A)_
3-1 3-2 3.3 3.4)°

]|
1l
W —|
=
Wl
NSTiE |

4.7. abra.

Megjegyzés. Az S, szimmetrikus csoport viselkedése teljesen fiiggetlen at-
t6l, hogy mik annak az n elemi halmaznak az elemei, amelynek az onma-

. .. . . . 1 2
gara vivs bijektiv leképezéseirdl beszéliink. Amikor példaul az <3 1 g)

permutéciordl beszéliink, akkor ezt agy képzeljiik, hogy van egy haromelemi
halmazunk, amelynek az elemeit sorba raktuk, vagyis az ,els6”, ,masodik”,
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illetve ,harmadik” névvel lattuk el 6ket. Ez a permutéacié azt a bijektiv leké-
pezést jelenti, amely az els6 elemet a harmadikba, a méasodikat az elsébe, a
harmadikat pedig a méasodikba viszi, fliggetleniil attol, hogy val6jaban mik
voltak ezek az elemek. Ebben a jelolésben az elemeket a sorbarakéis soran
kapott indexeikkel helyettesitjiik. Amikor azonban valamilyen szempontbol
fontos, hogy mik voltak az alaphalmaz elemei, akkor a permutacié megadasa-
kor magukat az elemeket és a képeiket irjuk fel. Ezt tettiik a fenti példaban.
Ugy is elképzelhetjiik, hogy minden n elemii halmaznak megvan a maga
szimmetrikus csoportja, de ezek mind izomorfak.

Feladatok

1. Az S = {a,b, ¢} halmazon értelmezziik a o miiveletet a kovetkezsk sze-
rint: tetszGleges x,y € S elemekre xoy = x. Mely csoporttulajdonsagok
teljesiilnek o-re? Melyek nem?

2. Csoportot alkot-e az egész szamok halmaza a x miiveletre, amelyet gy
értelmezink, hogy axb=ab+ a + b.

3. Csoport-e? Ha nem, azt is mondja meg, miért nem!
(a) (N,+) (b) (N, -) (e) (N,-) (d) (N,/)
(e) (Z,+) (f) (z,-) (8) (Z,-) (h) (Z,/)
(i) (@ +) () (@-) (k) (@\{0},-) () (@)
(m) (Za, + mod 4) (1) (Za; " mod 4)
(0) (R,+) (p) (R\{0},-)
(@) (C\{0},) (r) {z|z€C,lz[=1},)
(s) ({z |2 €C,2P =1,p primszam}, )

4. Csoport-e? Ha nem, azt is mondja meg, miért nem! (Ahol nem jeloltiik
méaskeént, ott a + és a - a szokasos miiveleteket jelenti.)

(a) ({0},) (b) {0}, +) (o) ({1},9) (d) ({1}, +)
(e) {=1,1},) (£) ({0,1}, + mod 2)
(g) ({071}7'mod 2) (h) ({Sk | ke Z}7)

(i) ({Z[x]},+) (egész egyiitthatoés polinomok a polinomdosszeadasra)
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5.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Igazolja, hogy ha egy véges félcsoportban érvényes a bal és jobb oldali
egyszeriisitési szabaly is (tetszsleges a, b, ¢ félcsoportbeli elemekre a o
¢ =bocbdl és coa = cob-bdl is kovetkezik, hogy a = b), akkor ez
csoport!

Miért nem igaz az allitas végtelen félcsoportban?

Mondjon olyan végtelen (egységelemes) félcsoportot, ahol bar igaz
mindkét oldali egyszertisitési szabaly, mégsem csoport.

. Egy tetsz6leges csoportban melyik egyenlet oldhaté meg az alabbiak

koziil (x jeloli az ismeretlent, minden mas betd a csoport elemét jeloli)?

(a) ax =b (b) za =10 (¢) ax =ab
(d) a?bx =1b (e) arb=c (f) ax =xb

Csoportot alkotnak-e az (a) egész, (b) racionalis, (c) komplex egyiitt-
hatos polinomok az 6sszeadasra nézve?

. Csoportot alkotnak-e a legfeljebb n-edfoku (a) egész, (b) racionélis,

(c) komplex egyiitthatos polinomok az 6sszeadéasra nézve?

. Csoportot alkotnak-e a 2 x 2-es valos reguléris (invertalhato) valos

matrixok a maétrixszorzasra nézve?

Csoportot alkotnak-e a sikvektorok a vektorosszeadésra nézve?
Csoportot alkotnak-e a sikvektorok a skaléris szorzéisra nézve?
Csoportot alkotnak-e a térvektorok a vektorialis szorzasra nézve?
Csoportot alkotnak-e a térvektorok a skalaris szorzéasra nézve?
Igazolja, hogy a szabélyos hatszog egybevagdsagi transzforméacioi a
transzforméacioszorzasra (Dg) csoportot alkotnak! Hatarozza meg, hogy

az Sg mely részcsoportjaval izomorf Dg!

Igazolja, hogy a {5" | n € Z} halmaz a szokasos szorzéasra nézve cso-
port!

Kommutativ-e ez a csoport?

Igaz-e, hogy izomorf a (Z,+) csoporttall
Igazolja, hogy barmely két n elemi ciklikus csoport izomorf!

Igaz-e, hogy ({—1,1},-) és ({0,1}, 4+ mod 2) izomorf csoportok?
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Igaz-e, hogy barmely négyelemt csoport ciklikus? Igaz-e, hogy minden
négyelemi csoport kommutativ? Igaz-e, hogy minden négyelemi cso-
port izomorf egymaéssal? (Hasznalhatja a www.cs.elte.hu/ kfried/
algebra3/groups2-8. jar csoportkészitG programot. A piros betd az
invertalhatésag, a narancssarga szinezés az asszociativitas sériilésére
utald hibat jelez.)

Igazolja, hogy D3 és S3 izomorfak egyméassal! Van-e mas k is, amelyre
Dy, és Sy, izomorf csoportok?

Adja meg Dg (a szabalyos 8-sz0g szimmetriacsoportja) osszes ciklikus
részcsoportjat!

A kovetkezSkben megadjuk egy csoport miveleti tablazatat — hianyo-
san. Fejezze be a kitoltést!

*la b ¢ d e f g h
a a g d
b a b
c c
da| g f d
ela b ¢ d e f g h
S g f
g h e g
h h e b

(Hasznélhatja a www.cs.elte.hu/"kfried/algebra3/groups2-8.jar
csoportkészité programot. A piros beti az invertalhatosag, a narancs-
sarga szinezés az asszociativitas sériilésére utalo hibat jelez.)

Hatéarozza meg a kapott csoport részcsoportjait!
Hény eleme lehet egy 8 elemit csoport részcsoportjainak?

Van-e més 8 elemi csoport?

Igazolja, hogy egy G csoport tetszdleges a, b elemeire

(a) a rendje egyenls a b~'ab elem rendjével,

(b) ab rendje egyenls ba rendjével.

Igazolja, hogy ha egy n elemi csoportban van n-edrendi elem, akkor
a csoport ciklikus!

Igazolja, hogy ha egy csoportban van np - ng rendi elem, akkor van n;
rendd elem is.

Igazolja, hogy minden primszam elemi csoport ciklikus. Van-e nem
primszam elemii ciklikus csoport?


www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/groups2-8.jar
www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/groups2-8.jar
www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/groups2-8.jar
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26.

27.

Igazolja, hogy ha G C R halmaz a valés szamok Osszeadésira nézve
csoportot alkot, akkor a H = {29 | ¢ € G} halmaz a szorzasra nézve
csoportot alkot, és (G,+) = (H,-)!

Igazolja, hogy ha G C R* halmaz a valés szamok szorzisira nézve
csoportot alkot, akkor a H = {logy | ¢ € G} halmaz az Gsszeadasra
nézve csoportot alkot, és (G,+) = (H,-)!

Igazolja, hogy a legfeljebb n-edfokt, valdés egyiitthatés polinomok
osszeadasra vett csoportja izomorf az (n + 1)-dimenzios valés vekto-
rok Osszeadésra vett csoportjavall



5. fejezet

Mellékosztalyok, normaloszto

5.1. Definicié. Legyen a (G,o) csoportnak (H,o) egy részcsoportja. Egy
tetszGleges g € G esetén a (G, o) csoport g elemmel képzett H szerinti bal
oldali mellékosztdlydnak nevezzik a g o h alakt elemek halmazat, ahol h €
€ H. Jelolése: g o H. Hasonléan, a g elemmel képzett H szerinti jobb oldali
mellékosztaly:

Hog={hog|heH}.

Megjegyzés. A goH mellékosztalyt ugy is elképzelhetjiik, mint az egyelemti
{g} halmaz és a H halmaz {g} o H komplexusszorzatat. (Hasonloan: Hog =

Ho{g}.)
Példaul:

1. (Zg,+) részcsoportjai: (A, +), ahol A = {0}; (B,+), ahol B = {0, 3};

(C,+), ahol C' = {0,2,4}; tovabba maga a teljes (Zg, +) csoport, ahol

Z¢ = {0,1,2,3,1,5}.

Az A szerinti
bal oldali mellékosztalyok: jobb oldali mellékosztélyok:

0+A={0}=A A+0={0}=4
1+A4-=1{1} A+1={1}
2+ A= {2} A+2-{2}
3+ A=1{3} A+3={3}
14+ A= {4} A+ 14— {4}
5+ A= {5} A+ 5= {5}

A B szerinti

o4
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bal oldali mellékosztalyok:
0+ B-{0.3)=B

1+ B=1{1,4}
2+ B =1{2,5}
3+B={30=0+8B
44+ B={41}=1+B
5+ B=1{52}=2+8B

A C szerinti

bal oldali mellékosztalyok:
0+ C=1{0,2,4=C
1+C—{1,35)
2+C=4+C=C
3+C=5+C=1+C

jobb oldali mellékosztalyok:

B+0=1{0,3} =B

[\l N es]]

{3,0} = B+
B+4={41}=B+
B+5=1{52}=B+

jobb oldali mellékosztalyok:

C+0=1{0,2,4=C
C +1=1{1,3,5}
C+2=0C+4=C
C+3=C+5=C+1

A teljes Zg szerinti tetszdleges elemmel képzett, akar bal, akar jobb oldali
mellékosztalyok megegyeznek magaval a teljes Zg-tal.

Ha a csoport nem kommutativ, akkor altaldban nem egyezik meg az
ugyanavval az elemmel képzett bal, illetve jobb oldali mellékosztaly. Erre
példa a kovetkezs:

2. Ds-ban (a szabalyos haromszog szimmetriacsoportjaban) az elemek:
fo (identikus leképezés), fi20, foao (forgatasok), tovabba t 4, tp, to (az
egyes csicsokon atmend tengelyekre vonatkozo tiikrozések), a mivelet
pedig a leképezések szorzéasa (transzforméciok egyméasutanja).

f120 ta

240

tc

5.1. 4bra.
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D3 részcsoportjai:

Hy = {fo},

Hs = { fo, f120, foa0},
Hz = {fo,ta},

Hy = {fo,tB},

Hs = {fo,tc}

és maga a teljes D3 = {fo, f120, f240,t4,tB,tc} csoport.

A H; szerinti mellékosztalyok: tetszdleges g elem esetén

g-Hy={g9}=H:yg.

fo | fio | faso | ta | tB | tC

fo | fo | fizo| faso | ta | tB | tc
fi20 | fi20 | foao | Sfo | to | ta | tB
faao | faao | fo | fi2o | tB | tc | ta

ta | ta | tB | tc | fo | fi20| foa0

tg | tp | tc | ta | faao | fo | fi20

tc | tc | ta | tB | fizo | faa0 | fo

5.1. tablazat.

A H, szerinti mellékosztalyok:

fo-Hy = fi20 - Ha = faso - Ha = { fo, f120, foao} = Ho = Hy - fo =
= Hs - f120 = Ha - foao,

ta-Hy=tp-Hy=tc-Ho = {ta,tp,tc} = Ha -ty =
=Hy-tg = Hy - tc.

A Hj szerinti

bal oldali mellékosztalyok: jobb oldali mellékosztalyok:
fo-Hs ={fo,ta} = Hs Hs-fo ={fo,ta} = H3
fi20 - H3 ={fi20.tc} Hs - fizo={f120.t5}

foao - H3 ={ faa0,tB} Hs - foso ={f2a0,tc}
ta-Hs ={ta, fo} = H3 Hz-ty ={ta, fo} = Hs

tg-Hs ={tp, foao} = faao-Hs Hsz-tp ={tg, fi2o} = Hs - f120
to-Hs ={tc, fizo} = fi2o- H3 Hs-tc ={tc, faao} = Hz - faso.
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A H, szerinti

bal oldali mellékosztalyok: jobb oldali mellékosztalyok:
fo-Hy =tp-Hy={fo,tp}=Hs Hi-fo =Hs-tg={fo,tp}=Hy
Jr2o - Hy=ta - Hy = {fi20,ta} Hy - fioo=Hs - tc = {fi20,tc}
Joao - Hy=tc - Hy = { faso, tc} Hy - foso=Hy-ta = {foa0,ta}
A Hjy szerinti

bal oldali mellékosztalyok: jobb oldali mellékosztélyok:

fo-Hs =tc-Hs={fo,tc}=Hs Hs-fo =Hs tc={fo.tc}=Hs
fi20 - Hs =tp - Hs = {fi20,tB} Hs - fiso=Hs -ta = {fi20,ta}
faao - Hs=ta - Hs = { faao,ta} Hs - foso=Hs - tp = {fas0,tB}

A teljes D3 szerinti tetszéleges elemmel készitett akar bal, akar jobb
oldali mellékosztilyok megegyeznek magaval Ds-mal.

Vizsgaljunk meg egy olyan csoportot is, amelynek végtelen a rendje:

3. (Z,+)-ban példaul részcsoportot alkotnak a harommal oszthato sza-
mok:

H={3k|keZ}.
A H szerinti mellékosztalyok:

O+H=H=H+0
1+H={14+3k|keZ})=H+1

2+ H={2+3k|keZ}=H+2
3+H={3+3k|kcZ}={3k|keZ}=H

A+ H={4+3k|keZy={1+3k|keZ}=1+H

-10 -7 -4 -1 2 5 8 11 14
-1 -8 -5 -2 1 4 7 10 13
-12 -9 -6 3 0 3 6 9 12

5.2. abra. A modulo 3 maradékosztalyok, a H szerinti mellékosztalyok

Példainkbol lesziirhetiink néhany altalanosabb észrevételt egy tetszéleges
(G, 0) csoport (H, o) részcsoportja szerinti mellékosztalyaival kapcsolatban:

5.1. Allitas. Tetszéleges h € H elem esetén a h o H, illetve H o h mellék-
osztaly megegyezik H-val.
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Bizonyitas. Egyrészt mivel H részcsoport, tetszbleges két elemének, igy h-
nak és egy tetszéleges elemének ,szorzata” is benne van H-ban. Masrészt az
inverz egyértelmtisége miatt ha kiillonb6zd elemeit ,szorozzuk” h-val, akkor
az eredmények is kiilonbozdek lesznek. Az is igaz, hogy H egy tetszéleges
h* eleme el6all h és egy H-beli elem szorzataként, ugyanis H részcsoport,
igy h™!, valamint h=! o h* is eleme H-nak, és h* = ho (h~!' o h*). Vagyis a
h; — h o h; a H halmazt bijektiven képezi le 6nmagéra. [

5.2. Allitas. Tetszoleges g € G elem esetén a go H, illetve H o g mellékosz-
taly szamossaga megegyezik a H szamossagaval.

Bizonyitas. Az el6z6ekhez hasonloan konnyen belathato, hogy a h; — goh;
bijektiven képezi le H-t g o H-ra. [J

5.3. Allitas. Tetszéleges g € G elem esetén a go H, illetve H o g mellékosz-
talynak eleme lesz a g elem.

Bizonyitas. Mivel H részcsoport, benne van a csoport e egységeleme, igy
a g o H mellékosztalynak eleme lesz a goe = g, a H o g mellékosztalynak
pedig az eo g = g elem. [

5.4. Allitas. Tetszbleges a,b € G esetén az a o H és bo H mellékosztalyok
vagy egybeesnek, vagy diszjunktak, és hasonléan, a H o a és H o b mellék-
osztalyok is vagy azonosak, vagy diszjunktak.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy az ao H mellékosztily egy aohy eleme egyben
a b o H mellékosztalynak is eleme. Ez azt jelenti, hogy ez az elem felirhat6
b o hg alakban is, ahol hy € H, vagyis

aohi =bo hs.
Ekkor mindkét oldalt jobbrol ,szorozva” h; inverzével, azt kapjuk, hogy
a=(bohy)ohyl.
Ezt felhasznalva az a o H mellékosztaly tetsz6leges a o h; elemét
aoh;=((bohy)ohy')oh; =bo(hyohi’oh)
alakban irhatjuk fel. Mivel hq, ho, h; € H és H részcsoport, h1_1 és
hi, = hao hi' o h;

is eleme H-nak, vagyis az ao H mellékosztaly minden eleme elGall bo hy alak-
ban, igy az ao H mellékosztaly minden eleme eleme a bo H mellékosztalynak
is. Tehat ao H C bo H. Hasonl6an bizonyithaté, hogy bo H C ao H, amibdl
kovetkezik, hogy ao H = bo H. A jobb oldali mellékosztalyokra is ugyanigy
igazolhato az allitas. [J
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aH a=b(hh")

ah; = bhzhl‘lhi = bh;
aH € bH, bH CaH

5.3. abra. Ha két mellékosztaly nem diszjunkt, akkor azonosak

A fenti allitdsok alapjan kimondhatjuk a kévetkezs tételeket:

5.1. Tétel. A (G,o) csoport (H,o) részcsoportja szerinti sszes — mondjuk
bal oldali — mellékosztaly megadja G-nek egy osztalyozasat. (Hasonlo allitas
teljesiil a jobb oldali mellékosztalyokra is.)

Bizonyitas. Azt kell megmutatnunk, hogy a H szerinti (bal oldali) mel-
lékosztéalyok olyan halmazrendszert alkotnak, amelynek unidja éppen a G
halmaz, és amelyben a halmazok paronként diszjunktak és egyikiik sem fires.

Az, hogy a mellékosztalyok unidja a GG, vagyis G minden eleme benne
van valamelyik mellékosztalyban, a 3. allitasbol; az pedig, hogy két kiilonbo-
z6 maradékosztaly nem tartalmazhat k6zos elemet, a 4. allitasbol kovetkezik.
Az, hogy egyik mellékosztaly sem iires, akar a 2., akar a 3. allitasbol kovet-
kezik. (J

5.2. Tétel. (Lagrange-tétel) Legyen (G,o) egy véges csoport, amelynek
(H,o) egy tetszbleges részcsoportja. Ekkor |H| | |G| (vagyis véges csoport
tetszdleges részcsoportjanak rendje osztéja a csoport rendjének).

Bizonyitas. A 5.1. Tételbsl tudjuk, hogy a H szerinti (mondjuk bal oldali)
mellékosztalyok elkészitésekor kozos részt nem tartalmazéd részhalmazokra
osztjuk fel a G halmazt. A 2. allitds szerint a létrejové osztalyok mind-
egyikének megegyezik a szamossaga |H|-val, igy szamossaguk egymaéaséval
is megegyezik, ami véges halmazok esetén azt jelenti, hogy ugyanannyi ele-
miik van. Vagyis a csoport elemeit egyenl§ létszami osztalyokba soroltuk be.
Ha a létrejovo kiilonb6z6 mellékosztalyok szama k, és minden osztélyban |H |
darab elem van, akkor, mivel minden elem pontosan egy osztalyban szerepel,
k-|H| = |G|, ahol k egész szam, vagyis |H| | |G|. O

Megjegyzés. A 5.1. és 5.2. Tétel bizonyitasanak lényegi része az 1-4. alli-
tasok indoklasédban rejlik.
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Megjegyzés. Tetszbleges G véges csoportban, ha a H részcsoport szerin-
ti jobb oldali mellékosztalyokat készitjiik el, akkor — mivel ezek szamossaga
is megegyezik H-éval — a csoport elemeit ugyanolyan létszamu osztalyok-
ba soroljuk be, mint a bal oldali mellékosztalyok esetén. Emiatt — mivel a
jobb oldali mellékosztalyok uni6ja is G — ugyanannyi kiilénbozd jobb oldali
mellékosztalyt kapunk, mint bal oldalit. Az tehat, hogy a H szerinti osz-
talyozas sordn hany mellékosztaly lesz, fliggetlen attol, hogy jobb vagy bal
oldali mellékosztalyokrol beszéliink. (Bar a fentiek soran kihasznaltuk, hogy
véges csoportrél van szd, meggondolhatd, hogy ha H egy végtelen csoport
részcsoportja, akkor is igaz, hogy H szerint osztalyozva a csoport elemeit,
ugyanannyi bal oldali mellékosztalyt kapunk, mint jobb oldalit.)

A H szerinti kiilonb6z6 bal oldali — vagy kiilénb6zd jobb oldali — mel-
lékosztélyok darabszamét szokas a H részcsoport G-re vonatkozo indexének
nevezni, és |G : H|-val jelolni. Ennek segitségével igy is felirhaté a Lagrange-
tétel:

Gl = |H]- |G : H].

Kovetkezmény. A 4.5. Tételt kovetSen megjegyeztiik, hogy egy elem rendje
megegyezik az altala generalt (ciklikus) részcsoport rendjével. Véges csoport
esetén ez a rend egy pozitiv egész szdm, és a Lagrange-tétel miatt osztdja
a csoport rendjének, igy véges csoportban egy tetszéleges elem rendje is
osztoja a csoport rendjének. Ennek alapjan megéllapithatjuk példéul hogy
minden primrendi csoport ciklikus, igy tetsz6leges p prim esetén a p-edrendi
csoportok izomorfak.

Normaloszto

Mint azt korabban lattuk, egy nem kommutativ csoportban az ao H bal oldali
mellékosztaly néha megegyezik a Hoa jobb oldali mellékosztallyal, néha nem.
Az, hogy a két halmaz egybeesik vagy nem, fiigg attol is, hogy a csoport
melyik elemével képezziik a mellékosztalyokat, attol is, hogy mely részcsoport
szerinti mellékosztalyokrol beszéliink. Ha példaul a € H, akkor a o H =
H o a(= H). Ha H trivialis részcsoportja G-nek, akkor tetszéleges elem
esetén egybeesik az illetd elemmel képzett H szerinti bal oldali mellékosztaly
a jobb oldalival.

5.2. Definici6é. A (G, o) csoport egy (H,o) részcsoportjat normdlosztonak
(vagy normdlis részcsoportnak) nevezziik, ha tetszéleges g € G esetén goH =
H og. Jelolése: H <1 G.

Peéldaul:
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1. Kommutativ csoportnak minden részcsoportja norméloszto.

2. Tetszbleges csoportban a trivialis részcsoportok normalosztok.

Bizonyitas. Ha ugyanis H = {e}, ahol {e} a csoport egységeleme,
akkor Vg-re

goH ={g} =Hoy;
ha pedig H = G, akkor

goH=G=Hog. O

3. Tetszbleges véges csoportban egy 2 rendd részcsoport norméloszto.

Bizonyitas. Ha ugyanis H rendje fele a csoport rendjének, akkor két
kiil6nb6z6 — mondjuk bal oldali — mellékosztalyt kapunk (|G : H| = 2),
amelyek egyike maga a H, a masik pedig a H-b6l kimaradé elemek
halmaza. Ha egy h € H elemmel képezziik akar a bal, akar a jobb
oldali mellékosztalyt, akkor magat a H halmazt kapjuk, ha pedig egy
H-n kiviili elemmel, akkor H-nak a G-re vonatkoz6 komplementerét,
ami szintén fiiggetlen attol, hogy bal vagy jobb oldali mellékosztalyrol
van-e sz6. [

4. A (Z,0) csoportban, ahol aob = a+ b, ha a paros és aob=a — b, ha
a paratlan, példaul a 10-zel oszthato szamok halmaza norméloszto.

Bizonyitas. Azt, hogy egy péros szam t6bbszorosei részesoportot al-
kotnak, mar lattuk. Legyen N = {10k | k € Z}. Ha most a paros szam,
akkor mivel a 10k alaki szdmok mindig parosak, tetszéleges k-ra

ao 10k = a + 10k = 10k + a = 10k o a,
vagyis a o N = N o a. Ha a paratlan, akkor
ao 10k = a — 10k,
mig
10k o a = 10k + a.

Mivel az a — 10k alakt szdmok halmaza egybeesik a 10k + a alaki
szamok halmazaval, a o N most is egyenl6 N o a-val. Ugyanebben a
csoportban a kételemti részcsoportok — példaul H = {0,3} — nem nor-
malosztok. (Példaul 20 H = {2,5}, mig H o2 = {2,1}). O

5. Dy-ben (a négyzet szimmetriacsoportja) az N = { fo, fis0} normélosz-
t0.
Bizonyitas. Konnyen meggy6zddhetiink arrél, hogy a transzformé-
ciok egymasutanjara is és az inverzképzésre is zart a halmaz, vagyis
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N részcsoport. Mivel Dy-ben a forgatasok kommutativ részcsoportot
alkotnak (ami szintén normalosztd, hiszen rendje fele a csoport rendjé-
nek), és N részcsoportja az Osszes forgatés részesoportjanak, igy ha g
egy forgatés, akkor g- N = N - g. Ha g egy tiikrozés, akkor kénnyen el-
lendrizhets, hogy g- N = {g,t} = N -g, ahol t a g tengelyére merdleges
tengelyre vonatkoz6 tiikrozés. [

6. Konnyen ellendrizhets, hogy ugyanebben a csoportban a H = {fo,t}
részcsoport, ahol ¢ az egyik tiikkrézés, nem normaloszto.

Megjegyzés. Ha egy normalosz6 szerint készitjlik el a mellékosztélyokat,
akkor a normaloszt6 definicidja szerint mindegy, hogy bal vagy jobb oldali
mellékosztalyokrol van sz, igy beszélhetiink a g elemmel képzett N normal-
oszt6 szerinti mellékosztalyrol anélkiil, hogy megmondanank, hogy az bal
vagy jobb oldali mellékosztaly.

5.3. Tétel. Egy csoport két normalosztéjanak metszete is és komplexus-
szorzata is normaloszto.

Bizonyitas. Legyen N és Ny a (G, o) csoport két normalosztoja. Azt, hogy
Nj N Ny részesoport, mar a 2.3. tételbdl tudjuk (a normalosztok részcesopor-
tok, és részcsoportok metszete is részesoport). Legyen g egy tetszSleges eleme
a csoportnak. Kénnyen meggondolhato, hogy a g o (IN; N Na) mellékosztaly
részhalmaza lesz a (g o N1) N (g o No) halmaznak és viszont, igy a kolesonos
tartalmazas miatt

go (N1 N N3)=(goNi)N(go Na).
Mivel Ny és N2 normaéloszto,
goNy=Njog é goNy=DNyog,
igy
go(N1NN2)=(goN1)N(goN2)=(Niog)N(Ngog)=(NiNNz)og.
Vagyis a két normalosztd metszete is norméloszto.

Ahhoz, hogy Nj o Ny részcsoportja G-nek, a 3.2. Tétel értelmében ele-
gend§ azt belatni, hogy (N1 o Na)o (N1 o Na)~! C Ny o Ny. Ehhez egyrészt
azt fogjuk felhasznalni, hogy Ny o Ng = Nyo N (hiszen Ny normaéloszto, igy
Nj tetszoleges n elemére n o No = Ny o n); méasrészt, hogy

(N1 o No)H(Ny) Lo (N) L C Nyo Ny
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(hiszen Ny is és Nj is részcsoport). Ezek alapjan:

(N1 o Ng)o(NioNg) ™' =(NioNy)o(Ny'oN )=
= Nio(NaoNyY) o NyL C(NyoNg)o Nyt = (NyoNp)o Nyt =
= Nyo(NyoN; ') C Nyo Ny = NjoNs.

Be kell még latnunk, hogy N; o Ny normaloszto, vagyis tetszéleges g elem
esetén
go(NyioNy)=(NyoNsy)og.

Felhasznalva, hogy N1 és Ny normélosztok:

go(NioNy)=(goNi)oNy=(Niog)oNy =
=Njo(goNy)=Njo(Nyog)=(NioNg)og. O

Megjegyzés. A bizonyitas els§ felében a részcsoport tulajdonsag a nyilvan-
vald, a masodik részben a norméalosztd tulajdonsag.

Megjegyzés. A (G, o) csoport egy N normélosztojara ugyan teljesiil, hogy
tetszbleges g € G elemre g o N = N o g, mindazonaltal nem sziikségszert,
hogy minden n € N elemre fennéalljon, hogy g o n = n o g. S&t!

Vizsgaljuk a Dg csoport miiveleti tablazatat!

: fo feo fi2o fiso feao faoo t1 t2  t3  ts  t5  tg
fo | fo feo fi2o fiso feao fzoo t1 t2  t3  tys  t5  tg
feo | feo fi2o fiso foa0 S0 fo te t1  ta  tz  tyg 15
Ji20 | f120 fiso foa0 fzoo fo feo ts te t1  ta tz3 14
figo | fiso faa0 fz00 fo feo fio ta ts  te t1  t2 13
Joao | Joao faoo Sfo  feo Sfi2o fiso t3  ta o ts te t1  to
f300 | f300 fo feo fi2o fiso feao t2  t3  ta  ts st
t1 |t ta t3 ta ts  te fo feo fi2o fiso Jf2a0 f300
to | ta tz3 ts ts  te t1 faoo fo  feo Ji2o Jfiso Sfoa0
t3 ts t4 ts te  ti t2 foao f3o0 fo  Sfeo fi2o fiso
ty | ta ts te t1  ta  t3  fiso faa0 faoo fo  feo fi20
ts | ts te ti  ta  t3  ta  fi20 fiso faa0 fz00 fo  feo
teé | te t1 ta tz3 ts ts  feo Ji2o fiso Sf2a0 f300 fo

A szomszédos tengelyek az els6tsl a hatodikig az egymaéassal 30°-o0s sz6-
get zarnak be egymassal. H = {fo, f120, foa0} részcsoport. Normaloszto is,
mert a forgatasok részcsoportja eleve kommutativ — a tdblazatban feltiinte-
tett tiikkortengely indexelés mellett pedig — a tengelyek indexének paritasa
megmarad, akir jobbrol, akar balrél szorozzuk meg vele H-t:
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Hty = {t1,t5,t3}, t1H = {t1,t3,t5}; Hto = {ta,te,ta}, toH = {t2,t4,t6};
Htz = {t3,t1,t5}, t3H = {t3,t5,t1}; Hty = {t4,to,t6}, t4H = {l4,t6,t2};
Hts = {ts,t3,t1}, tsH = {ts5,t1,t3}; Hte = {te,ta,t2}, teH = {tg,t2,t4}.

Az is latszik viszont, hogy példaul fisgt1 # t1fi20-

Feladatok

1. Hany elemii részcsoportja lehet egy (a) 6, (b) 5 elemd csoportnak?
(Hasznélhatja a www.cs.elte.hu/"kfried/algebra3/groups2-8.jar
csoportkészits programot.) Melyek lehetnek normalosztok? Egy konk-
rét példédn adja meg a mellékosztalyokat!

2. Hatarozza meg a (a) (Zg, + mod 6) (b) (Z5,+ mod 5) csoport részcso-
portjait, normalosztoit!

3. Hatéarozza meg a (Zg, + mod ¢) csoport részcsoportjait, normalosztoit!

4. Legyen p tetsz6leges pozitiv primszam. Ertelmezziik a {1, p, p?, p3, p*, p°}]
halmazon a o miiveletet tgy, hogy p¥ o p™ = p", ahol r = k +m
(mod 6), 0 < r < 6. Igazolja, hogy csoportot kapunk!

Van-e normaloszté ebben a csoportban?

Ciklikus-e ez a csoport? Kommutativ-e a csoport?

5. Ellendrizze, hogy (Z,+) csoport!
Igazolja, hogy a H = {8k | k € Z} részhalhamaz részcsoportot alkot.
Készitse el a H szerinti mellékosztalyokat! Mit kapunk?

6. Hatarozza meg (Zg,+ mod ¢) részcsoportjait! Melyek normélosztok
ezek kozil?

7. Igazolja, hogy a 2 x 2-es valos regularis (invertalhatd) métrixok a mat-
rixszorzasra nézve csoportot alkotnak. Igazolja, hogy az 1 determinénsi
matrixok halmaza részcsoport ebben a strukturiaban!

8. Melyek lesznek a (R, +) csoport Z részcsoport szerinti mellékosztéalyai?

9. Igazolja, hogy a valés szamok [0, 1) intervalluméaba ess részhalmaza a
mod 1 Gsszeadés szerint csoportot alkot. (1 és 7o Osszegét értelmezziik
r1 + ro tortrészeként, azaz {r1 + ro}-nek.)

10. A sik vektorai a vektordsszeadasra nézve csoportot alkotnak. Ennek
részcsoportja az y = x egyenessel egyiranyu vektorok halmaza. Mik
lesznek eszerint a részcsoport szerinti mellékosztalyok?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Igazolja, hogy a komplex egységvektorok (az 1 abszolut értékd komp-
lex szamok) a komplex szamok szorzasara nézve csoportot alkotnak.
Keressen részcsoportot ebben a csoportban!

Hatéarozza meg (Zs, + mod s) elemeinek rendjét!

Héany eleme lehet egy részcsoportjanak?

Hatéarozza meg a részcsoportokat!

Adja meg a részcsoportok indexét!

Melyek normélosztok a részcsoportok koziil?

A (G, 0) csoport centrumanak nevezziik a csoport azon ¢ elemeinek
halmazat, amelyekre teljesiil, hogy tetszéleges g € G elemre goc = cog.

(a) Igazolja, hogy egy csoport centruma részcsoport.

(b) Igazolja, hogy egy csoport centruma normaloszto.
Igazolja, hogy egy ciklikus csoport minden részcsoportja norméloszto!
Tekintsiik R[x] Osszeadasra vett csoportjanak a legfeljebb n-edfoku va-
16s egyiitthatos polinomok H részcsoportjat.
Adja meg a H szerinti mellékosztéalyokat!

(a) A (Z,+) csoportnak részcsoportja, s6t norméalosztoja a Hs =

{3k | k€ Z} és Hy = {4k | k € Z} is. (Lassa be!)

Hatéarozza meg Hs N Hy-t és Hs + Hy-et. Ellendrizze, hogy mind-
kett6 normaloszto!

(b) A (Z,+) csoportnak részcsoportja, s6t normalosztoja a Hg =
{9k | k € Z} és Hio = {12k | k € Z} is. (Ezt is lassa be!)
Hatéarozza meg Hg N Hyo-t és Hg + Hio-t. Ellenérizze, hogy mind-
kett6 normaloszto!



6. fejezet

Csoport kompatibilis
osztalyozasa

Legyen a (G, o) csoport (NN, o) részcsoportja norméaloszto, és készitsiik el az
N szerinti mellékosztéalyokat: N, ao N =Noa, boN=Nob, ...

Ha megvizsgaljuk két tetszsleges mellékosztaly komplexus-szorzatat, a
kovetkez6t tapasztaljuk:

(aoN)o(boN)=ao(Nob)oN =
=ao(boN)oN =
—(aob)o(NoN) =
= (aob)oN,

vagyis az a és b elemmel képzett mellékosztalyok ,szorzata” megegyezik az
a o b elemmel képzett mellékosztallyal.

Felhasznaltuk, hogy

— N normalosztd, igy bo N = N o b.

— Asszociativ struktiuraban a komplexusszorzas is asszociativ (az a és b
elemeket tekinthetjiik egyelemii komplexusoknak).

— NoN = N, ami azért igaz, mert N részcsoport, igy tetszéleges n; € N
elem esetén az n; o N mellékosztaly egybeesik N-nel, és N o N éppen
az Osszes n; € N elemmel képzett mellékosztaly unioja.

Az, hogy tetszGleges a és b elemek esetén

(aoN)o(boN)=(aob)oN

66
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egyrészt azt jelenti, hogy az N szerinti mellékosztalyok halmaza zart a komp-
lexusszorzasra nézve, mésrészt, hogy ha az a o N mellékosztaly egy tetszdle-
ges elemét megszorozzuk” a bo N mellékosztaly tetszéleges elemével, akkor
fliggetleniil attol, hogy melyik elemet valasztottuk az egyik, illetve a masik
maradékosztalybol, az eredmények mindig ugyanabban — az (a o b) o N —
mellékosztalyban lesznek, vagyis a miivelet eredménye ebben az értelemben
fliggetlen a reprezentans elemek megvalasztasatol. Az ilyen tipusa osztalyo-
zést kompatibilis osztalyozasnak nevezik:

6.1. Definicié. Ha egy (S, o) algebrai strukttira elemeit gy soroljuk be (ek-
vivalencia) osztalyokba, hogy tetszGleges A és B osztalyok esetén tetszoleges
a1, ag € A és by, by € B-re az aq o by elem ugyanabban az osztalyban van,
mint az ag o by elem, akkor az osztilyozast kompatibilisnek, az osztalyokat
pedig maradékosztdlyoknak nevezziik.

Megjegyzés. Az ilyen osztalyozast nevezhetnénk miivelettart6 osztélyozas-
nak is. Tébbmiiveletes struktirakban természetesen minden mtveletre telje-
siilnie kell a mivelettartasnak — ezt majd késébb latni fogjuk.

Példaul: Ha (R, +) elemeit gy soroljuk osztalyokba, hogy azok a valos
szamok keriiljenek egy osztalyba, amelyeknek a tortrésze ugyanannyi, akkor
kompatibilis osztalyozast kapunk, hiszen ha {a1} = {as} és {b1} = {b2},
akkor

{a1 + b1} = {{a1} + {b1}} = {{ao} + {b2}} = {az + b2}

6.1. 4bra.

0_4 0_3 0_2 0_1 Q O 01 02 03 04 05 06

LTI DU SEE S P SN BEFEEE P T S I SR

6.2. Abra. A szamegyenest 1 hosszu intervallumokra osztva a tortrész szerinti osz-
talyok igy képzelhetdk el. Continuum sok osztaly keletkezik.

Ha viszont az egészrésziik szerint soroljuk osztalyokba (R,+) elemeit,
akkor nem kapunk kompatibilis osztilyozast, mert példaul

[3,3] =[3,5] és [1,1] =[1,8];
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de
3,3+ 1,1]=4 # [3,5+1,8] =5.

A fentiek szerint ha egy csoportban elkészitjiik a valamelyik norméloszto
szerinti mellékosztalyokat, akkor az igy kapott osztalyozas kompatibilis.

Ha példaul a (Z,+) csoportot a 3-mal oszthatoé szamok N részcsoportja
szerint osztéalyozzuk, akkor harom mellékosztalyt kapunk: a 3-mal osztva 0, a
3-mal osztva 1, valamint a 3-mal osztva 2 maradékot add szamok halmazat.
Vagyis éppen a ( mod 3) maradékosztalyokat, amelyekre valoban teljesiil: az,
hogy két szam Osszege 3-mal osztva milyen maradékot ad (melyik osztalyban
van), nem fiigg maguktol a szamoktol, csak attol, hogy azok milyen maradé-
kot adtak 3-mal osztva (melyik osztalyban voltak). Hasonloan, ha (Z, +)-t
az. m szam tobbszoroseibsl allo részesoportja szerint osztélyozzuk, akkor a
mod m maradékosztalyokat kapjuk.

Vizsgéaljuk meg, hogy (Z, +)-nak még milyen kompatibilis osztalyozésai
lehetségesek:

osztalyok: ‘ A
elemek: 0
1

1. Az 1 vagy ugyanabba az osztalyba keriil, mint a 0, vagy egy mésikba:

(a) osztalyok: | A| B | C | D ‘

elemek: | O

(b) osztalyok: | A | B | C ‘
elemek: | 0 | 1

Az, hogy az osztalyozas kompatibilis, azt jelenti, hogy ha példaul talalunk
két (nem feltétleniil kiilonbo6z8) A-beli elemet, amelyek Osszege is A-beli,
akkor A két tetszéleges elemének az Gsszege is A-ban kell, hogy legyen. Ezek
szerint az 1.(a) esetben, mivel 0+ 0 =0¢€ Aés 1 € A, az 1+ 1 = 2-nek
is A-ban kell lennie. Ekkor viszont az 1 + 2 = 3-nak és a 2 + 2 = 4-nek is,
emiatt az 1 + 4 = 5-nek is, és igy tovabb: ha az 1 € A, akkor az A minden
eleménél eggyel nagyobb szamnak is benne kell lennie A-ban, vagyis ebben az
esetben az Osszes pozitiv egész szam A-ba keriil. Kénnyen meggondolhato,
hogy a negativ egészek sem keriilhetnek mashové, hiszen ha példaul a —1
valamelyik méasik, mondjuk a B, osztdlyban lenne, akkor mivel 0 € A, —1 €
€ Bés 0+ (—1) = —1 € B, a kompatibilis osztalyozas miatt egy tetszdleges
A-beli és egy tetsz6leges B-beli elem sszegének, példaul 1+ (—1) = 0-nak is
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B-belinek kell lennie. Ez viszont ellentmond annak, hogy a 0 az A osztalyban
van. Vagyis a —1 is csak az A osztalyban lehet, és hasonloképp lathato be,
hogy az Osszes egész szam az A osztalyban lesz.

Vagyis ha az 1 ugyanabba az osztalyba keriil, mint a 0, akkor csak egy
osztalyunk van, maga az egész szamok halmaza.

Vizsgaljuk meg most azt az esetet, amikor az 1 nem a 0 osztalydban van:

2. Ekkor a 2 vagy a 0 osztalydban vagy az 1 osztalydban vagy egy har-
madik (C) osztalyban van:

(a) A|B|C]|... (b) A|B|C]|... (c) A|B|C]|...
01 01 0172
: :

Elgszor is a 2.(b) eset lehetetlen, mert akarhol is van a —1, hidba van 1
és 2 ugyanabban az osztalyban, 0 = 1 4 (—1) és 1 = 2 4 (—1) kiilonb6z6
osztalyba esnek.

A 2.(a) esetben, mivel 0 +0 = 0 € A, és a 2 egy osztalyban van a 0-
val, a 2 + 2 = 4-nek is ide kell keriilnie, emiatt a 2 + 4 = 6-nak is és igy
tovabb, az A tetszoleges eleménél 2-vel nagyobb szamnak is, vagyis az 0sszes
pozitiv paros szamnak A-ban kell lennie. Hasonléan, 0 + 1 = 1 € B miatt
a 2+ 1 = 3-nak és igy tovibb, az Osszes pozitiv paratlan szamnak B-ben
kell lennie. A —1-nek is a B osztalyban kell lennie, mert ha 2-t adunk hozza,
akkor B-belit kapunk, igy ha a 2-vel egy osztilyban lev§ 0-t adjuk hozzi,
akkor is B-belit kell kapnunk. Hasonléan, a —2 csak az A osztalyban lehet,
mert ha 2-t adunk hozza, akkor A-belit kapunk, igy ha a 2-vel egy osztalyban
levs 0-t adjuk hozza, akkor is A-belit kell kapnunk, és igy tovabb, az Gsszes
paratlan szamnak B-be, az Osszes paros szamnak A-ba kell keriilnie.

Vagyis ha a 0 és az 1 nincs egy osztalyban és a 2 ugyanabban az osztéaly-
ban van, mint a 0, akkor éppen a mod 2 maradékosztalyokat kapjuk.

3. A 2.(c) esetben vizsgaljuk meg, hogy hova keriilhet a 3.

A 3 nem eshet egy osztalyba 1-gyel, mert akkor (barhova keriil is a —1)
(=1)+3=2¢és (—1) + 1 =0 egy osztalyba esne, marpedig ez nem teljesiil.

A 3 nem eshet egy osztélyba 2-vel sem, mert akkor viszont (—1) +3 = 2
és (—1) + 2 = 1 esne egy osztalyba, marpedig ez sem teljesiil.

Két lehet8ség maradt: vagy a 0 osztalyaban van, vagy egy negyedik (D)
osztalyban:

Az els6 esetben a 2.(a) esetnél latottakhoz hasonlé médon gondolhato
végig, hogy az Osszes 3-mal oszthatd szam A-ba, az Osszes 3k + 1 alaka B-
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be, az Osszes 3k + 2 alaku C-be keriil, vagyis a mod 3 maradékosztalyokat
kapjuk.

A masik esetben kénnyen beldthatd, hogy a 4 nem keriilhet sem B-be,
sem C-be, sem D-be.

Ha az A-ba keriil, akkor a mod 4 maradékosztilyokat kapjuk, ha egy
otodik osztalyba, akkor az 5 megint csak vagy a 0-val egy osztilyba, vagy
egy hatodik osztalyba keriilhet és igy tovabb.

Ezek alapjan megfogalmazhatjuk a kévetkezd sejtést:

6.1. Tétel. Az egész szamok Gsszeadasi csoportjanak tetszéleges, trivialis-
tol kiilbnb6z6 kompatibilis osztalyozésahoz létezik olyan m(> 1), hogy az
osztalyozas éppen a mod m maradékosztalyokat hozza létre. (Trividlis az
osztalyozas, ha vagy az Osszes elem egy osztalyban van, vagy minden elem
kiilon-kiilon egy-egy egyelemii osztaly.)

Bizonyitas. El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor 0 és 1 egy osztalyba
esik. Ekkor tetsz6leges k egész szamra k és k+1 ugyanabba az osztalyba esik,
hiszen az egy osztalyhoz tartozo 0-hoz és 1-hez hozzaadva a k-t (barhova esik
is k), az eredmény — vagyis k és k+1 — ugyanabban az osztalyban lesz. Ebbgl
az kovetkezik, hogy minden egész szam ugyanabba az osztalyba esik, mint
a 0.

6.3. abra.

Most tegyiik fel, hogy egy kompatibilis osztalyozés soran a 0 és az 1 nem
keriil egy osztilyba. Legyen m a legkisebb olyan természetes szam, amelyre
a0,1,2,...,m — 1 szamok mindegyike kiilonb6z6 osztalyban van, de m egy
osztalyba keriil egy nala kisebb nemnegativ egésszel, példaul [-lel, ahol 0 <
< I < m. (Kés6bb majd vizsgaljuk, hogy mi torténik, ha nincs ilyen osztély.)

Ekkor mivel m és [ egy osztalyba esnek, m+(—l) =m—1lésl+(-1) =0
is ugyanabba az osztalyba keriilnek. Eszerint m — [ a 0 osztalydba esik. A
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0 <l < m feltétel miatt azonban m > m — 1 > 0 — ezek kozil a szamok
kozil 1,2,...,m — 1 nem esik a 0 osztalyaba, vagyis ez csak tigy eshet a 0
osztalyaba, ha m — 1l =m, | =0, és m a 0-val egy osztalyban van.

0 1 [ e m—1

K< DPD][ > ][] | =]+

6.4. abra.

Ebbdl viszont levezethetjiik, hogy tetszéleges k egész szamra k és k +m
ugyanabban az osztalyban van: k +0 = k 4+ m, azaz k = k + m. Innen méar
kovetkezik, hogy tetszéleges két olyan egész szam, amelyek kiillonbsége m-nek
egész szdmu tobbszorose, ugyanabban az osztalyban van.

Ezek szerint minden szdm az m-mel vald osztasi maradékanak megfelel$
osztalyba keriil, vagyis a keletkez§ osztélyok m > 2 esetén éppen a mod m
maradékosztalyok, ha pedig m = 1, akkor az egyik trivialis — minden szam a
0 osztalyaban van — osztalyozast kapjuk, ahogyan azt kordbban mar lattuk.

Az imént feltételeztiik, hogy van olyan m pozitiv egész szam, amely az
osztalyozas soran egy nala kisebb nemnegativ szam osztalyaba keriil. Ha vi-
szont nincs ilyen m szadm, akkor ez azt jelenti, hogy az Osszes természetes
szam egy-egy kiilon osztalyt képvisel. Mivel ilyenkor 0 és 1 kiilonb6z6 osz-
talyba esnek, igy tetszéleges k egész szamra k és k + 1 is mas-mas osztélyba
esik. (Ellenkezs esetben k+(—k) és k+1+(—k), azaz 0 és 1 is egy osztalyba
esne.)

Vagyis ebben az esetben a masik trivialis — minden szam kiilon osztéaly —
osztalyozast kapjuk.

Tehét (Z,+) egy osztélyozasa csak ugy lehet kompatibilis, ha

— vagy minden szadm ugyanabba az osztalyba kertil;

— vagy minden egyes szam kiilon-kiilon osztalyba kertil;
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— vagy van olyan m > 2 pozitiv egész szam, amelyre az osztalyok éppen
a mod m maradékosztalyok. [J

Megjegyzés. A fejezet elején lattuk, hogy ha egy tetszdleges csoportot egy
normaélosztoja szerint osztalyozunk (elkészitjiik a mellékosztalyokat), akkor
az igy kapott osztéalyozéas kompatibilis. (Z, +)-nak (mivel kommutativ) min-
den részcsoportja normaloszté. Ez azt jelenti, hogy barmelyik részcsoportja
szerint osztalyozzuk, a fenti esetek valamelyikét kapjuk. (Ha a részcsoport,
ami szerint osztalyozunk a teljes csoport, akkor az elsG esetet; ha az az egy-
elemd {0} halmaz, akkor a masodikat; ha pedig egy |m| > 2 szam tO6bb-
szoroseinek halmaza, akkor a harmadikat.) Vagyis (Z, +)-ban a kompatibilis
osztalyozas, a valamely részcsoport szerinti mellékosztalyok elkészitése, és
valamilyen modulusra a mod m maradékosztalyok elkészitése ugyanazt je-
lenti.

Az egész szamokon szerzett tapasztalataink altalanosan is igazak. Ezt
fogalmazzuk meg a kovetkezs tételben.

6.2. Tétel. Egy G csoport kompatibilis osztalyozasai éppen a normalosztéi
szerintiek.

(Vagyis ha egy csoportot egy tetszdleges normalosztoja szerint osztalyo-
zunk, akkor az osztélyozas kompatibilis, és viszont, ha egy kompatibilis osz-
talyozéast adunk meg egy csoportban, akkor a csoportnak mindig van olyan
normalosztoja, ami szerinti mellékosztalyok éppen az adott osztélyozast hoz-
zék létre.)

Bizonyitas. Az allitas elss felét mar a fejezet elején bizonyitottuk, azt kell
még beldtnunk, hogy ha egy osztalyozas kompatibilis, akkor van olyan nor-
maloszt6, ami szerint ugyanezt az osztalyozast kapjuk.

Tegyiik fel, hogy egy kompatibilis osztalyozas soran az E, A, B, C, D,
. osztalyokat kaptuk, ahol E a csoport e egységelemének az osztalya.

Azt fogjuk megmutatni, hogy E részcsoport, normaloszto, és E szerint
osztalyozva a csoportot, éppen a fenti osztalyozéast kapjuk.

1. (a) Az egységelem benne van E-ben (éppen az e-t tartalmazo osztélyt
neveztiik E-nek).

Vegyiik észre, hogy mivel az osztdlyozds kompatibilis, igy ha eqy X osztdly
x elemét ,megszorozzuk” (példdul balrol) eqy E osztilyba esd egyik elemmel
— konkrétan e-vel —, akkor ismét X -beli elemet kapunk. Igy barmely X -beli
elemet megszorozva barmely E-belivel, X -beli elemet kapunk. (Eszerint E o
XCXéXoECX.)

1. (b) Ebbdl (X = E valasztassal) azonnal kovetkezik, hogy E zart a o
miiveletre.
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1. (¢) Mivel G csoport, a o mivelet asszociativ, igy persze E-ben is az.

1. (d) Belatjuk, hogy minden e; € E elem inverze is E-ben van — vagyis
végsG soron F valoban részcsoport.

Ha ugyanis e; inverze az X osztélyban van, akkor e; o e;” !

beli és X-beli szorzata E-ben van, tehat e o e; ' = e is E-ben van. (Ez a
korabbi észrevételbdl is adddik, mert E-beli és X-beli csak tigy lehet X-beli
is és E-beli is, ha X = E.)

= e, azaz E-

2. Belatjuk, hogy E norméloszto, azaz ha példaul a az A osztily egy
tetszbleges eleme, akkor a o F = A, vagyis minden osztaly megegyezik vala-
melyik elemével képzett E szerinti (mondjuk bal oldali) mellékosztallyal.

A korabbi észrevétel alapjan tudjuk, hogy az E-beli és az A-beli elemek
,szorzata” A-ba esik, de azt nem tudjuk, hogy minden A-beli a; elem elall-e
a o e; alakban, ahol e; € E.

Mivel a és a; egyarant A-ba esik, igy ha mindkett6t ,megszorozzuk” az
a~! elemmel, akkor az eredmények is ugyanabba az osztalyba fognak esni
— hiszen az osztalyozas kompatibilis. Marpedig ¢! o a = e € FE, vagyis

-1 Lo a;), amelyet

a~'oa; € E. Eszerint talaltunk olyan E-beli elemet (e; = a~
a-val (balrol) ,megszorozva’ a;-t kapjuk: ao (a ! oa;) = (aca!)oa; = a;.

6.5. abra.

Ezek szerint A = ao E. Hasonloan bizonyithato, hogy Foa is megegyezik
A-val.

A fenti allitdsban az A osztalyt valasztottuk, de valaszthattuk volna bar-
melyik mésikat. Vagyis mindegyik mellékosztalyra igaz, hogy 6 valamely (s6t,
barmely) elemével képezett bal, illetve jobb oldali mellékosztalya az E-nek.
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Ebbdl kévetkezik, hogy Vg € G-re go E = E o g, vagyis az E részcsoport
valoban norméaloszt6. Az E szerinti osztalyok pedig az imént latottak alapjan
éppen az adott kompatibilis osztélyozas szerinti osztéalyok. [J

Megjegyzés. Ha példaul a valés szamokat a tortrésziik szerint osztalyoz-
zuk, akkor mint mar lattuk, (R, +) egy kompatibilis osztalyozasat kapjuk.
Tételiink szerint ekkor lennie kell egy olyan norméaloszténak, ami szerint elké-
szitve a mellékosztalyokat, ugyanezt az osztalyozast kapjuk. Példankban ez
a norméaloszto a 0 osztalya (azoknak a valos szamoknak az osztalya, amelyek
tortrésze 0), vagyis a (Z,+) részcsoport.

Tételiink szerint egy csoport kompatibilis osztalyozésa, illetve valame-
lyik normalosztdja szerinti mellékosztalyok elkészitése ugyanazt jelenti, igy
a jov6ben ha maradékosztalyokrol beszéliink, akkor azt képzelhetjiik tgy is,
hogy egy normalosztd szerinti mellékosztalyokrol van szo, és dgy is, hogy
egy kompatibilis osztalyozas soran létrejové maradékosztalyokrol. A (G, o)
csoport N normalosztdja szerinti maradékosztalyok halmazat (tehat azt a
halmazt, amelynek az N szerinti mellékosztalyok az elemei) szokas G /N-nel
jelolni.

A fejezet elején lattuk, hogy tetszdleges (G, o) csoport maradékosztalya-
inak halmaza zart a komplexusszorzéasra nézve (67. oldal), és mivel csoport-
ban a mitvelet asszociativ, a komplexusszorzés is asszociativ, igy ha N egy
normélosztdja a csoportnak, akkor a (G/N,o) struktara félcsoport. Ennél
azonban tobb is igaz:

6.3. Tétel. A (G,o) csoport egy tetszleges N normélosztéja szerinti
maradékosztéalyok halmaza csoportot alkot a komplexusszorzasra. (Vagyis
(G/N,o0) csoport.)

Bizonyitas. Azt, hogy (G/N, o) félcsoport, az imént lattuk. Keressiik meg,
mi lehet az egységelem. A fejezet elején (66. oldal) azt is lattuk, hogy NoN =
N, igy tetszbleges g € G-re:

(goN)oN=go(NoN)=goN
és
No(goN)=(Nog)oN=(goN)oN=go(NoN)=goN,
vagyis az N maradékosztéaly egységelem a (G/N, o) félcsoportban.

A goN komplexus inverze: (goN)~! = N~tog~!. De mivel N részcsoport,
N=t =N, igy (goN)™' = Nog™! (= g~'oN, mert N normaloszto), vagyis
a g elemmel képzett maradékosztaly inverze megegyezik a g elem inverzével
képzett maradékosztallyal. Tehat G/N az inverzképzeésre is zart, igy (G/N, o)
csoport. [
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6.2. Definicié. A (G/N,o) csoportot a (G, o) csoport N normélosztojahoz
tartozo faktorcsoportjinak nevezik.

Példaul:

1. (Z,+)-t az m szam t6bbszoroseibsl allo részesoportja szerint osztalyoz-
va a mod m maradékosztalyok Osszeadési csoportjat kapjuk. Vagyis
ha N = {km | k € Z}, akkor a faktorcsoport: (Z/N,+) = (Zm,+).

2. (Zg,+)-t (a 5.1. Definiciot [mellékosztalyok| kovets példak jeloléseit
hasznalva) a trividlis A = {0} normaloszté szerint osztalyozva hat
(egyelemt) osztalyt kapunk, a (Zg¢/A, +) faktorcsoport izomorf lesz az
eredeti csoporttal. Ha a B = {0, 3} normaloszto szerint osztalyozunk,
akkor harom osztalyt kapunk. A (Z¢/B, +) faktorcsoport mivelettab-
lazata és az egyes elemek inverze a kovetkezs:

+ [ {03} {1,4} {2,5} egységelem:
Haa C = {0, 2,4} normaloszto szerint osztalyozunk, akkor két osztalyt
kapunk, amelyekre:

=Nl Ol O
B O ol ol
o

1
P N N S

+ [{0,2,4} ({1,3,5} egységelem: {0,2,4}
{0,2,4} | {0,2,4} {1,3,5} —{0,2,4} ={0,2,4}
{1,3,5} | {1,3,5} {0,2,4} —{1,3,5}  ={1,3,5}

Ha a teljes Zg — mint trividlis norméloszté — szerint osztalyozunk, akkor

a faktorcsoportnak egyetlen eleme lesz, maga a Zg = {0,1,2,3,4,5}
halmaz, amelynek sajat magéval vett komplexusszorzata sajat maga.

3. A szabalyos haromszog Ds szimmetriacsoportjanak csak egy valodi
(nem trivialis) normalosztoja van: a forgatésok részcsoportja. (A for-
gatésok részcsoportjanak rendje 3 — az elemszama fele a csoport elem-
szaménak —, ezért biztosan normaloszto.) E részcsoport szerint oszta-
lyozva két osztélyt kapunk: a forgatasok F' = {fo, f120, fo40}, valamint
a tiikrozések T' =t 4, tp, tc halmazat. Konnyen ellenérizhetd, hogy

F-F=F F.T=T-F=T, T-T=F;

Ez a kételemi struktara tehat egy kételemi csoport, ahol az egységelem
F,esT ' =T.
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Altalaban is szokas egy algebrai struktira faktorstruktiarajarol beszélni:

6.3. Definici6é. Tekintsiik az (S,0) algebrai struktura egy (o ekvivalencia
relacio szerinti) kompatibilis osztélyozasat, és jeloljikk S/o-val az osztalyok
halmazat. (Az S/o halmazt szokds az S halmaz o ekvivalencia relaciohoz
tartozo faktorhalmazénak nevezni.) Ekkor az osztalyok koézott az @ * b :=
a o b miiveletet definidlva (vagyis az a elem osztilya és a b elem osztalya
wszorzatanak” az aob elem osztalyat tekintve) az (S/o, *) algebrai strukturat
az (S,0) struktira (o szerinti) faktorstruktirdjanak nevezzik.

6.6. abra. A faktorstrukturdban @xb=aob

Megjegyzés. A fenti elnevezéshez azért volt jogunk, mert S/o zart a fent
definialt * mrtiveletre, hiszen az, hogy az osztalyozéas kompatibilis, éppen azt
jelenti, hogy az a elem osztalyanak egy tetszéleges elemét ,megszorozva” (a o
miivelet szerint) a b elem osztalyanak tetszoleges elemével, az eredménynek
az a o b osztalyaban kell lennie, vagyis az osztalyokon végzett mivelet ered-
ménye fiiggetlen a reprezenténs elemektsl.

Erdemes észrevenni, hogy csoportok esetén az igy definialt mitvelet éppen
a komplexusszorzas, hiszen ott az N normaéloszté szerinti maradékosztalyok-
ra az a elem ao N maradékosztalydnak és a b elem bo N maradékosztalyanak
a komplexusszorzata éppen az a o b elemhez tartozo (a o b) o N maradék-
osztaly. Altalaban csak annyi igaz, hogy az @ osztély és a b osztaly a o b
komplexusszorzata részhalmaza lesz az a o b elem osztalyanak, azaz @ * b-nek.

Ha példaul a 10-nél nagyobb egészek Gsszeadasi félcsoportjat osztalyoz-
zuk 1gy, hogy azok a szdmok keriilnek egy osztilyba, amelyek ugyanarra
a szamjegyre végzédnek (ugyanazt a maradékot adjak 10-zel osztva), ak-
kor kénnyen belathato, hogy az osztélyozéas kompatibilis (az, hogy két szam
Osszege mire végzidik, csak a két szam utolso jegyétdl fiigg). Ha most szem-
iigyre vessziik példaul a 11 és a 12 osztalyat, akkor ezek 1112 =11 + 12 =
23 = 13 szorzatdban benne lesz a 13 (mivel a 13 — végzGdése szerint —
ugyanabban az osztalyban van, mint a 23), mig a két osztaly komplexusszor-
zatdban nem lesz benne (mivel a 11 és a 12 osztalyuk legkisebb elemei, igy
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osztalyuk komplexusszorzatanak legkisebb eleme a 23). Ez azt jelenti, hogy
egy struktura maradékosztilyainak halmaza a komplexusszorzasra nem fel-
tétleniil zart, mig a fent definialt * mtiveletre igen.

Homomorfizmusok

Egy H halmaz osztalyozaséit tgy is elképzelhetjiik, hogy definidlunk egy
p: H—=> K

leképezést (ahol K tetszdleges halmaz), és egy osztalyba soroljuk H azon
elemeit, amelyeknek ugyanaz a képiik.

Ha példaul minden egész szamhoz hozzarendeljiik négyzetének utolsd
szamjegyét, akkor ezzel az egész szamokat hat osztalyba soroltuk be, ahol
az egyik osztalyban lesz az Osszes 0-ra végz6ds egész szam, egy mésikban az
Osszes olyan szdm, amely 10-zel osztva 1-et vagy 9-et ad maradékul stb.

Ha minden egész szamhoz hozzarendeljiik a 3-mal valé osztasi maradékat,
akkor harom osztélyt — a mod 3 maradékosztélyokat — kapunk.

Ha minden valés egyiitthatés polinomhoz hozzarendeljiik a fokszamat,
akkor az azonos fokszamu polinomok keriilnek egy osztalyba, minden termé-
szetes szamnak megfelel egy osztaly.

Csoportok — és altalaban algebrai strukturak — leképezései koziil kiilonle-
ges szerepet jatszanak azok, amelyek miivelettartoak a kdvetkezs értelemben:

6.4. Definici6é. Az (S, o) algebrai struktirat az (S’, ) algebrai struktarara
vivs ¢: S — S leképezést homomorfizmusnak (vagy homomorf leképezés-
nek) nevezziik, ha tetszéleges a,b € S esetén p(a o b) = p(a) * p(b). (Vagyis
barmely két elem ,szorzaténak” a képe megegyezik a képelemek ,csillagszor-
zatéaval”.)

Ha példéul minden egész szamhoz a harmas maradékat rendeljiik, akkor
ez a leképezés homomorf modon viszi a (Z, +) csoportot a (Zs, +) csoportba,
és a (Z,-) félesoportot a (Zs, -) félcsoportba.

Ha minden valos szdmhoz hozzéarendeljiik a tortrészét, akkor (R,4+)-t
homomorf modon képeztiik le a ({x | 0 < z < 1}, %) csoportra, ahol a * b =

{a+0b}.

Ha a valos egyiitthatos polinomokhoz hozzarendeljiik a fokszamukat, ak-
kor ezzel homomorf modon képezziik le az (R[z]\ {0}, -) félcsoportot az (N, +)
félcsoportra — mivel tetszéleges két polinom esetén

(f(2)g(2))” = f(2)° + g(x)°.
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w\‘(a) * @(b) = p(aob)

6.7. aAbra. Homomorfizmus: miivelettart6 leképezés

Készitsiik most el az S halmaz egy osztalyozésat tgy, hogy azokat az
elemeket soroljuk egy osztalyba, amelyeknek ugyanaz az S’-beli elem a képe
egy p: (S,0) = (97, %) leképezés szerint. Ahhoz, hogy ez a ¢ leképezés kom-
patibilis osztalyozast hozzon létre az S halmazon, az kell, hogy tetszéleges
ai,a9,b1,by € S elemekre, ha

v(a1) = p(az) (vagyis ay és ag egy osztalyban van) és
©(b1) = p(ba) (b1 és by egy osztalyban van), akkor
(a1 0 by) = ¢(ag o by) teljesiiljon.

Amennyiben a ¢ leképezés homomorfizmus, akkor ez nyilvanvaloan tel-
jestl:

6.4. Tétel. Ha a ¢(S,0) — (9',%) leképezés homomorfizmus, akkor egy
osztalyba sorolva S-nek azokat az elemeit, amelyeknek ugyanaz az S’-beli
elem a képe, az igy kapott osztalyozas kompatibilis.

tetel

Bizonyitas. Ha a leképezés homomorf, akkor Vap,ag,b1,b2 € S-re ¢(a; o
bi) = @(ar) * p(b1) és p(az 0 b2) = p(az) * p(b2). Ha p(a1) = ¢(az) és
w(b1) = p(ba), akkor ebbdl kovetkezik, hogy ¢(a1 o b1) = ¢(az o be), vagyis
az osztalyozas kompatibilis. [

Az is igaz, hogy ha megadjuk a (G, o) csoport egy kompatibilis oszta-
lyozasat, akkor van olyan homomorfizmus, amely ugyanezt az osztalyozast
hozza létre. Ha ugyanis a kompatibilis osztalyozas sordn az N normaélosztd
szerinti maradékosztéalyokat kapjuk, akkor a csoportot a (G/N, o) faktorcso-
portba vivé g — g o N leképezés homomorf lesz. Altalaban:

6.5. Tétel. Haegy (5, o) algebrai struktiran létrehozunk egy o kompatibilis
osztalyozast, majd minden elemhez hozzarendeljiik azt az osztalyt, amelyik
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az illeté elem osztélya, akkor az igy definialt p: (S,0) — (S/o,%*) (s — 3)
leképezés homomorf.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy a leképezés homomorf legyen, az kell (sziikséges),
hogy tetszéleges a, b € S-re p(aob) = p(a)*p(b) teljesiiljon. Mivel a leképezés
szerint az a o b elem képe az aob osztily, az a képe az @, a b képe a b
osztaly, és a faktorstruktaraban két osztaly szorzatat éppen tgy definialtuk,
hogy @ * b =: aob, az allitas nyilvanvaloan teljesiil. Vagyis egy strukttra
tetsz6leges faktorstruktirdja homomorf képe a strukturanak. [

Ko6vetkezmény. Egy (G, o) csoport tetszéleges (G/N,o) faktorcsoportja
homomorf képe a csoportnak (a g — g o N leképezés szerint). Az is igaz,
hogy egy csoport tetszdleges homomorf képe szintén csoport lesz, méghozza
egy olyan csoport, amely izomorf az eredeti csoport valamelyik faktorcso-
portjaval.

6.6. Tétel. Ha a (G',*) struktiira homomorf képe a (G, o) csoportnak, ak-
kor (G', *) izomorf a (G, o) csoport egy (G/N, o) faktorcsoportjaval.

Bizonyitas. Ha egy osztélyba soroljuk G azon elemeit, amelyeknek ugyan-
az a G'-beli elem a képe, akkor az 6.4. Tétel szerint G-nek egy kompatibi-
lis osztalyozasat kapjuk. Legyen N az a normalosztoja G-nek, ami szerint
ugyanezt az osztalyozast kapjuk (ilyen norméloszto a 6.2. Tétel szerint biz-
tosan van). Azt szeretnénk megmutatni, hogy az ehhez az N-hez tartozo
(G/N, o) faktorcsoport izomorf a (G', x) strukturaval. Ehhez egy olyan bi-
jektiv p: (G/N,o) = (G', *) leképezést kell megadnunk, amelyre tetsz6leges
a,b € G esetén az ao N, bo N maradékosztalyokra p((ao N)o (bo N)) =
p(ao N) x@(bo N) teljesiil. Megmutatjuk, hogy a ¢: go N — ¢’ leképezés
—ahol ¢ € G' a g € G elem képe az eredeti (G,0) — (G, *) homomorf
leképezés szerint — ilyen.

A ¢ leképezés nyilvanvaloan bijektiv, hiszen a g o N maradékosztaly ép-
pen azokat az elemeit tartalmazza G-nek, amelyeket a homomorf leképezés
ugyanabba a ¢’ € G’ elembe vitt. Igy G’ minden eleméhez pontosan egy
olyan maradékosztaly tartozik, amelynek elemeit a homomorf leképezés az
illets G’-beli elembe vitte.

Mivel
(aoN)o(boN) = (aob)oN,
Igy
p((@o N) o (bo N)) = ((aob) o N) = (aoby.

Felhasznalva, hogy ¢(a o N) = a’ és p(bo N) = V', a mivelettartashoz
azt kell megmutatnunk, hogy (aob) = o’ *xb'. Ez pedig azért igaz, mert az
eredeti (G, 0) — (G, *) leképezés homomorf volt. O
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A tétel allitasat a kdvetkezs példaval szemléltethetjiik:
Adjuk meg (Z, +)-nak egy homomorf leképezését!
Minden homomorf leképezés 1étrehoz egy kompatibilis osztalyozast.

Tudjuk, hogy (Z,+) minden (trivialistél kiilonb6z6) kompatibilis oszté-
lyozéasa olyan, hogy azok a szamok keriilnek egy osztéilyba, amelyek valami-
lyen m szammal osztva ugyanazt a maradékot adjak (6.1. Tétel).

Emiatt ez a homomorf leképezés csak olyan lehet, hogy van egy olyan
m szam, amelyre igaz, hogy a leképezés ugyanazt rendeli az Gsszes olyan
egészhez, amelyek ugyanazt a maradékot adjak m-mel osztva.

Rendeljiik mondjuk a 3-mal oszthat6é szamok mindegyikéhez a ,pricc”
szot, a 3k+1 alakt szamok mindegyikéhez a ,pracc”, a 3k+2 alakt szamokhoz
pedig a ,prucc”’ szot.

Ezzel az egész szamok halmazat leképeztiik a H = {pricc, pracc, prucc}
halmazra.

Ahhoz, hogy egy (Z,+) — (H, *) leképezés homomorf legyen, az is kell,
hogy tetszsleges a, b egészekre (a+b)" = a’«b teljesiiljon (ahol a’ az a képe, b
a b képe, (a+b) pedig az a+b képe). Ez azt jelenti, hogy példaul pricc*pracc
csak pracc lehet, hiszen 0 — pricc, 1 — pracc és 0+1 = 1 — pracc. Kénnyen
meggondolhatd, hogy (H, *) miivelettablazata csak a kovetkezd lehet:

* ‘pricc pracc prucc

pricc | pricc pracc prucc
pracc | pracc prucc pricc
pracc | prucc pricc pracc

Lathato, hogy a H halmaz az igy definialt mivelettel, izomorf a (Zs, +)
csoporttal, ami éppen az a faktorcsoportja (Z, +)-nak, amelyet a homomorf
leképezés szerinti kompatibilis osztalyozas 1étrehozott.

Feladatok

1. Készitse el az (Z,+) csoport ({bk | k € Z},+) részcsoportja szerinti
faktorcsoportjat! Hany elemi a kapott faktorcsoport?

2. Legyen (G,+) = <{ (Z Z) a,b,c,d € Z} ,—1—)

2k 21
2m 2n

Legyen tovabba H = { ( > ‘ k,l,m,n e Z} a G-nek egy rész-

halmaza.



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Térok Judit: A modern algebra alapjai 81

Igazolja, hogy (H,+) részcsoport! Igazolja, hogy normaloszto is!

Hatérozza meg G-nek H szerinti faktorcsoportjat!

3. Legyen (G,-) = ({ <CCL Z) a,b,c,d € Q,ad — be £ O} , > (A regu-

laris matrixok a méatrixszorzasra.)

k
m

Legyen tovabba H = { <

maza.

i) ‘ kn —Im = 1} a G-nek egy részhal-

Igazolja, hogy (H,-) részcsoport! Igazolja, hogy norméloszté is!
Hatérozza meg G-nek H szerinti faktorcsoportjat!
Adjon meg olyan csoportot, amely izomorf G /H-vall

4. Igazolja, hogy a G = {a+b\/5 | a,b € Z} alakt szamok az Gsszeadasra
nézve csoportot alkotnak!

Igazolja, hogy ennek részcsoportja a H = {2u+2vv5 | u,v € Z} alakt
szamok halmaza (ugyanerre az osszeadasra)! Irja fel a mellékosztalyo-
kat! Mik a létrejovs osztalyok?

Adja meg azt a homomorfizmust, amely ezt az osztalyozéast hozza létre!

5. Legyen G = { [Z} | a,b, € Z} a stk egészek feletti vektorai, a mtvelet

a vektorosszeadés. Tekintsiik az — a — b leképezést.

a
b
Igazoljuk, hogy ¢ homomorfizmus.

Melyik részcsoport szerinti faktorizaciot adtuk meg ezzel?

Mik lesznek a mellékosztalyok? (V6. 9.1. abra.)

6. Legyen G = { [Z] |a,beZ,b # {0}} (vektorok halmaza); a mivele-

HEEE

Igazolja, hogy (G, o) csoport.

tet definialjuk igy:

b

Melyik részcsoport szerinti faktorizaciot adtuk meg ezzel?

Mik lesznek a mellékosztalyok? (V6. 11.1. abra.)

Tekintsiik az ¢ : [Z] 2 leképezést. Igazolja, hogy 1 homomorfizmus.
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7. Igazolja, hogy barmely két n elemi ciklikus csoport izomorf!

Irjon fel egy 6 elemti ciklikus csoportot! Hatérozza meg az dsszes rész-
csoportjat, azok Osszes mellékosztalyat, illetve adja meg mindegyikhez
az 6t definialo homomorfizmust!

. Igazolja, hogy izomorfia erejéig csak kétféle lehet egy 4 elemi csoport!

(Hasznélhatja a www.cs.elte.hu/"kfried/algebra3/groups2-8.jar
csoportkészité programot. A piros betd az invertalhatosag, a narancs-
sarga szinezés az asszociativitas sériilésére utalo hibat jelez.)

Mindkét tipusii 4 elemii csoportban adja meg a részcsoportokat, nor-
mélosztokat, mellékosztéilyaikat, illetve az Gket megadé homomorfiz-
musokat!

. Tekintsiik R[z] 6sszeadésra vett csoportjanak a legfeljebb n-edfoku va-

16s egyiitthatos polinomok H részcsoportjat.

Adja meg a H szerinti mellékosztalyokat meghatarozé homomorfiz-
must!


www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/groups2-8.jar

7. fejezet

Permutaci6écsoportok

Mar a 4. fejezetben, a csoportokra latott példdk kozott megismerkedtiink
a permutacidécsoportokkal. Kiilonleges fontossdgukat mutatja a Cayley-tétel
(4.6.), miszerint minden véges, n-edrendi csoport izomorf az S, szimmet-
rikus csoport valamelyik részcsoportjaval. Matematikatorténeti szerepiik is
jelent6s, annak bizonyitédsa, hogy a negyedfokunal magasabb foku egyen-
letekhez nem adhat6é meg altalanos megolddképlet, a permutaciécsoportok
tulajdonsagain alapul (bar ennek bemutatésa meghaladja konyviink kerete-
it).

Sorbarakasok és bijektiv leképezések kozotti kapcso-
lat

Tz

értjiilk. Egy n elemi halmaz Osszes permutacidénak szama annyi, ahanyféle-
képpen sorbarakhatok az elemei, vagyis n!. Ebben az értelemben az a1, as, as
elemek permutéacidi a kovetkezd sorrendeket jelentik:

ai, az,as
ap,as, a2
az, a1, as
az,as, ai
az,ay, a2

ag, az, ai

www.cs.elte.hu/“kfried/algebra3/PERMUT.EXE Program: n elem
sorrendjei (1 < n < 9).
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84 7. Permutaciocsoportok

Egy-egy sorrend tekinthets egy permutéciénak.

fliggetleniil attol, hogy a1, ag, illetve az miféle harom kiillonb6z6 dolgot jeldl.
(Ha példaul a; = 9, ag = 77 és a3 = 2, akkor a fenti hat permutécié rend-
re a kovetkezG sorbarakasokat jelenti: 9,77,2; 9,2,77; 77,9,2; 77,2,9;
2,9,77; 2,77,9.)

Ha most azt vizsgaljuk, hogy melyek azok a bijektiv leképezések, amelyek
a H = aj,az,a3 (vagy a 9,77,2) halmazt onmagara képezik le, akkor a fenti
sorbarakisok mindegyikének megfelel pontosan egy bijektiv leképezés, még-
pedig az, amelyik az adott sorbarakéas els6 tagjat rendeli a;-hez, a méasodikat
az-hoz, a harmadikat az-hoz. Vagyis ha megadjuk a halmaz elemeinek egy
kitlintetett sorrendjét, — és amikor a halmaz elemeit valahogy felsoroltuk,
akkor ezzel éppen egy kitilintetett sorrendet adtunk meg, ennek alapjan ne-
veztiik az ,els§”’ elemet ai-nek, a ,masodikat” as-nek, a ,harmadikat” ag-nak
—, akkor ehhez a sorrendhez képest minden sorbarakasnak megfelel egy bi-
jektiv leképezés és viszont. Ez adott lehetGséget arra, hogy a permutécidkat
bijektiv leképezésekként definialjuk.

Vegylik észre, hogy csak véges halmazok bijekcidt tekintettiik. Végtelen
halmazok 6nmagéra valé bijekciot altalaban nem szokas permutacionak ne-
vezni.

Kitiintetett sorrend: 9, 77, 2

Soroljuk fel az Gsszes bijekciot az Gsszes kiillonb6z§ sorbarakas alapjéan,
amelyek (mint korabban lattuk):

9,77,2; 9,2,77; 77,9,2; 77,2,9; 2,9,77; 2,77,9
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Leképezések:
9 77 2 9 77 2 9 77 2
9 77 2 9 2 77 79 2
9 77 2 9 77 2 9 77 2
T2 9 2 9 77 2 779
A tovabbiakban az a1, as,as, ..., a, elemeket (barmit is jelentsenek) al-
talaban — az egyszertibb frasmod kedvéért — 1,2, 3, ..., n-nel fogjuk jeldlni.

Amikor az n elem permutacioirél beszéliink, akkor ez egyrészt jelenti az
1,2,3,...,n-nel jelolt n elem lehetséges sorrendjeit, masrészt azokat a

o < 1 2 3 ... n )
(1) ¢(2) ¢B) ... ¢n)
bijektiv leképezéseket, amelyek a kitiintett 1,2,3,...,n sorrendben felsorolt

elemekhez rendelik hozza ugyanezen elemek ¢(1), ¢(2), ¢(3), ..., p(n) sor-
rendjét. Igy példaul az 1, 2, 3 elemek 2, 3, 1 sorrendjénck az

1 2 3
2 31

Erdemes észrevenni, hogy ugyanazt a permutéciot leképezésként tobbfé-

123 rmutacié
9 3 1 permutacio

bijektiv leképezés felel meg.

leképpen (éppen n!-féleképpen) is leirhatjuk. A fenti (

pontosan ugyanazt jelenti, mint példaul a leképezés, hiszen mind

3 21
1 3 2
a harom elem képe ugyanaz az egyik leképezés szerint, mint a masik sze-
rint. A permutaciok leképezéses irasmodjanal nem lényeges az, hogy a ,fels6
sorban” milyen sorrendben soroljuk fel az elemeket, csak az, hogy minden
elem ald a képét irjuk. Az 1,2,3,...,n sorrendet nem az tiinteti ki, hogy a
fels sorban” ilyen sorrendben irjuk az elemeket (ezt csak a kénnyebb at-
tekinthet8ség miatt szoktuk igy irni, de nem kotelezs), hanem az, hogy a
halmaz elemeinek volt eredetileg egy sorrendje, ami szerint neveztiik az els6t
1-nek, a masodikat 2-nek stb., vagyis maguk a szamok tiikroznek egy eredeti
kitiintetett sorbarakést.

Inverzi6, permutacidk paritasa

Amennyiben megéllapodtunk az n elem egy kitiintetett sorrendjében (alap-
elrendezésben), akkor beszélhetiink arrol, hogy ehhez a kitiintett sorrendhez
képest két elem wnverziot alkot, vagy inverzidban all. Ez azt jelenti, hogy
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az éppen vizsgalt permutéiciéban az illet6 két elem egymashoz képest nem a
kitiintetett permutécioban tapasztalt sorrendben koveti egymast.

Ha példaul a 9, 77, 2 elemeknek ezt (a felsorolasuk szerinti) sorrendjét
tlintetjiik ki, akkor a 2, 77, 9 sorrendjiikben inverziéban all a 9 a 2-vel, a 9
a 77-tel és a 2 a 77-tel, vagyis ebben a permutaciéban az inverziok szama 3.
Ha a 2, 9, 77 sorrendet tiintetjiik ki, akkor ugyanebben a 2, 77, 9 sorrendben
csak a 9 és a 77 alkot inverziét, vagyis az inverziok szama 1. Onmagaban
tehat nincs értelme arrol beszélni, hogy (sorbarakéasként felfogva) egy per-
mutaciéban mely elemek allnak inverzidban, vagy hany inverzié van, csak
egy el6re megadott sorrendhez képest.

Ha pusztan annyit kérdezek, hogy (leképezésként felfogva) a <g 727 727>

permuticioban mely elemek allnak inverzidban, ez éppen olyan értelmetlen
kérdés, hiszen nem ismerjiik a kitlintetett alapelrendezést. Ha ez a 9, 77,

2 sorrend volt, akkor a <g 727 727> leképezés a 9, 2, 77 sorrendnek felel

meg, amelyben 1 az inverziok szama (a 2 inverzidban all a 77-tel). Ha az
alapelrendezés a 2, 9, 77 volt, akkor mivel <9 [ 2) = <2 9 77)

T ’ 9 2 77 79 2)
ugyanez a leképezés a 77, 9, 2 sorrendnek felel meg, amelyben 3 inverzié van.

Ahhoz tehat, hogy egy adott permutacio esetén (akar sorbarakasként,
akar leképezésként képzeljiik el) inverziokrol beszéljiink, sziikség van egy
alapelrendezésre. Akkor, amikor egy n elemi halmaz elemeit 1, 2, 3, ... n-nel
jeloljiik, ezzel kitiintetjiik az elemek egy sorrendjét. Célszerd ezt a névadast
éppen az alapelrendezésnek megfelelGen megtenni, vagyis a halmaz elemeit
épp abban a felsoroldsban megadni, amit alapelrendezésnek szeretnénk te-

kinteni az inverzidk vizsgélatakor. Ennek alapjan ha példaul a (;) 1 g)

permutéciorél beszéliink, akkor feltételezhetjiik, hogy a névadés éppen az
alapelrendezésnek megfelelgen tortént, vagyis hogy a kitlintetett sorrend az

3 1 2 1 2 3 .
1, 2, 3. Ekkor a <2 1 3> = <1 3 2> permutécionak az 1, 3, 2 sorrend

felel meg, amelyben a 2 és a 3 alkotja az egyetlen inverziot. (Amennyiben va-
laki mégsem az 1,2, ..., n sorrendhez képest szeretné vizsgalni az inverzidkat,
akkor ezt megteheti, feltéve, hogy megad egy masik kitiintetett sorrendet.
Ha példaul a 2, 1, 3 sorrendet tiinteti ki, akkor a fenti permutaciénak a 3, 1,
2 sorrend fog megfelelni, melyben a 2, 1, 3 kitiintetett sorrendhez képest az
inverziok szama 3 (mindegyik mindegyikkel).)

Egy permutaciot pdrosnak neveziink, ha benne (az alapelrendezéshez ké-
pest) paros sok elempéar alkot inverziot. Pdratlannak, ha az inverziok szama
paratlan.
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Peldaul az 1, 2, 3, 4, 5 alapsorrendhez képest az (1 2.3 4 5>

4 3 5 2 1
permutéacioban az inverziok szama 8 (1-2, 1-5, 1-3, 1-4, 2-5, 2-3, 2-4, 3-4),

igy paros.
1 23 45
4 3 5 21

K< P> ][A] [— e+

7.1. Abra. Az inverziok leszamlalasa

Belathato, hogy ha egy permutaciéban két elemet felcseréliink, akkor a
permutéacio paritasa megvaltozik. (Ha két szomszédos elemet cseréliink fel,
akkor ha eredetileg nem alltak inverziéban, akkor a csere utan inverziét al-
kotnak, a tobbi elemhez viszonyitott helyzetiik pedig nem valtozik, igy az
inverzidk szama 1-gyel ng; ha pedig eredetileg inverzidoban alltak, akkor ez
a cserével megsziinik, igy az inverzidk szdma 1-gyel csokken. Mindenképpen
1-gyel valtozik, igy biztos, hogy a paritas valtozik. Nem szomszédos elemek
cseréje estén meggondolhatd, hogy ha az n-edik és az n+ k-adik elemet akar-
juk felcserélni, akkor ez megoldhatd 2k — 1 — tehat paratlan sok — lépésben
lgy, hogy minden lépésben a szobanforg6 elemek valamelyikét egy szomszéd-
javal cseréljiik fel. Az inverziok szama ilyenkor is paratlan szammal véltozik,
ami megvaltoztatja paritasat.)

Erdemes meggondolnunk, hogy mit jelent két elem cseréje, ha a permu-
taciot leképezésként képzeljiik el.

Példaul:
A kitiintetett sorrend (alapelrendezés): 1, 2, 3, 4, 5.

Tekintsiik a 4, 3, 5, 2, 1 sorrendet, és cseréljiik ki a 4-et és a 2-t. A 2, 3,
5, 4, 1 sorrendet kapjuk.

A4, 3,5, 2, 1 permutacid leképezésként felirva:
A 2 3,5, 4, 1 permutéci6 leképezésként felirva: <; § 3 4 5).
Vegylik észre, hogy
1 2 3 45 1 2 3 4 5\ (1 2 4 5
4 3 5 21 4 2 3 15/ \2 3 4 1)°

vagyis az els6 és a negyedik elem felcserélésével keletkez6 permutaciot meg-
kaptuk tugy is, hogy az eredeti permutéiciét megszoroztuk jobbrél azzal a

ot W
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leképezéssel, amely az 1-et a 4-be, a 4-et az 1-be viszi, a tobbi elemet hely-
ben hagyja. Ez a permutécié ugyanis ugy hat az eredetire, hogy annak felsd
soraban felcseréli az 1-et a 4-gyel:

42315\ (12
4352 1) (23

hiszen az altala létrehozott képekre kell alkalmaznunk az eredeti permutéci-
6nak megfelels leképezést. Altalaban is igaz az, hogy ha n elem valamelyik
permutaciéjiban felcseréljiik az a-adik és a b-edik elemet, akkor az ered-
ményt ugy is megkaphatjuk, hogy a szébanforgd permutaciot (mint leké-
pezést) megszorozzuk jobbrol az <1 ; Z 2 Z) permuté-
cioval (amelynek éppen az a sorrend felel meg, amit az alapelrendezésbdl
kapunk a szobanforgo két elem felcserélésével).

Azt is észrevehetjiik, hogy
12345\ (1 2345\ _ (12345
143 2 5 4 35 2 1) \2 3 5 4 1)’

vagyis ugyanezt az eredményt gy is megkaphatjuk, hogy az eredeti permu-
taciot megszorozzuk balrél azzal a leképezéssel, amely az alapelrendezéshez
képest a 2-est a 4-esbe, a 4-est a 2-esbe viszi, a tobbieket valtozatlanul hagy-
ja. Most ugyanis az eredeti permutéciét hajtjuk végre elGszor, majd a kapott
képek kozott a 2-est és a 4-est feleseréljiik. Altalaban ez most is egy

1 2 ... a ... b ... n
12 ... b ... a ... n

alaki permutacidval vald szorzast jelent, de most balrdl, és mig az el6bb az
adott permutécioban az a-adik és a b-edik elemet (els§ és negyedik) akartuk
felcserélni, most az a szamot a b szammal (2 és 4). Ez az alapelrendezésben
tetszoleges a és b esetén egybeesik (ott éppen a az az a-dik és b a b-edik
szam), altalaban azonban nem.

Permutéciok paritasat vizsgalva megfigyelhetjiik, hogy n elem Gsszes per-
mutacioi kozott ugyanannyi a paros, mint a paratlan (vagyis akar a péros,
akar a paratlan permutéciok szama n!/2).

Példaul négy elem esetén (1, 2, 3, 4 alapelrendezést feltételezve):
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Péarosak:

0 inverzid
2 Inverzid

)

b
2 inverzid

M
2 inverzid

b
2 inverzid

)

2 inverzid

7
4 inverzid

)

4 inverzid

7
4 inverzid

M
4 inverzid

Paratlanok:

1 inverzio)
3 inverzid

3 inverzid

1 inverzid

3 inverzid
5 inverzid

3 inverzid
5 inverzid

3 inverzid
3 inverzid

i

W N =N W = Wi

3,4 (
4,2 (
2,3 (
4,3 (
1,4 (
3, 1 (4 inverzio
2,4 (
4,1 (
1,2 (
3,2 (
1,3 (
2,1 (

OJ[\DH»&[\’)H:AQJ.—!,&QQ[\)

(

( )
( )
( )
( )
( )
(1 inverzio)
( )
( )
( )
( )
( )

5 inverzid

R W W W N NN
PO = Lo DD WO N W
— W NN R R W W N

R R W0 W W NN
S N e e S e N N N N N N

, 1 (6 inverzi6

(Altalaban is igaz, hogy ha felsoroljuk az Osszes paros permutaciot, ak-
kor megkaphatjuk az Osszes paratlant Ggy, hogy a parosakban az elsé két
elemet felcseréljiik. Két elem cseréje mindig megvaltoztatja a paritast, igy
ezaltal a parosokbol pératlanokat fogunk kapni. Mésrészt, ha volna olyan
paratlan, amit igy nem kaptunk meg, akkor abban felcserélve az elsé két
elemet, olyan paros permutaciot kellene kapnunk, ami nem szerepelt a fel-
sorolasban. Marpedig az Osszeset felsoroltuk, igy ez nem lehetséges. Tehét
mindig ugyanannyi a paros permutéiciok szama, mint a paratlanoké, vagyis
az Osszes permutaciok fele paros, fele paratlan.)

Ciklusok, transzpoziciok

Mint azt a 4. fejezet elején lattuk, ha egy n elemi halmazt 6nmagéara vivs
bijektiv leképezéseknek tekintjiik a permutaciokat, akkor a halmaz Osszes
permutécioi kozott a leképezések szorzéasa értelmes mivelet, amelyre néz-
ve az Osszes permutacié P, halmaza csoportot alkot. A tovabbiakban az n
elemi halmaz elemeit 1,2,3,...,n-nel fogjuk jeldlni, és ezt a sorrendjiiket
fogjuk egyben alapelrendezésnek is tekinteni. Elvileg a permutacioknak ez a
definicidja kiterjeszthets végtelen halmazokra is — egy végtelen alaphalmaz
esetén is csoportot alkotnak a halmazt énmagara vivs bijektiv leképezések
a leképezések szorzasara (a valos szamokon értelmezett linearis figgvények
példaul egy ilyen csoportnak alkotjak részcsoportjat) — de mi a tovabbiakban
csak véges permutéaciécsoportok vizsgalatara szoritkozunk.

A permutéaciokat iranyitott grafokkal is &brazolhatjuk tgy, hogy a H
halmaz elemeit tekintjiik a graf csticsainak, és minden cstcsot Osszeko-

tiink a képével, az 6s felsl a kép felé iranyitva az Osszekotd élt. Példaul az
(1 2 3 45 6

65 3 2 4 1) permutéiciot szemlélteti a 7.2. animécio és a 7.3. abra.
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Megfigyelhetjiik, hogy minden elembdl pontosan egy nyil indul ki, és
mindegyikbe pontosan egy fut be, és hogy az abra diszjunkt korokbdl te-
vodik Ossze, a permutécié egyértelmten jellemezhets az (1,6), (2,4,5), (3)
korokkel.

1 23 456

6 53 2 41

KI<IIQ[D]>|[A] [— e+

7.2. dbra. A ciklusok meghatarozasa

2

7.3. abra.

4

Tapasztalataink altalanosithatoak:

Mindig igaz, hogy mivel leképezésrdl van sz6, minden elemnek pontosan
egy képe van, igy minden pontbdél egy nyilnak kell kiindulna, és mivel a leké-
pezés bijektiv, képelemként is minden elem pontosan egyszer fordul eld, igy
minden pontba pontosan egy nyilnak kell befutnia. Ha most egy kivéilasztott
pontbdl elindulunk a beléle kiindulé nyilat kévetve, akkor a képébdl megint
tovvabb tudunk menni egy nyil mentén, és igy tovabb, véges sok elemrdl 1évén
sz0, el6bb-utobb visszaériink a kiindulési pontba, bezarva ezzel egy kort. Le-
het, hogy mindjart az els6 1épésben; ha a kiindulasi pont olyan elemnek felelt
meg, amelynek képe 6nmaga, akkor egy olyan (trivialis) kort kapunk, amely
csak egy pontot tartalmaz. Az is lehet, hogy csak akkor, amikor mar minden
elemet utbaejtettiink; az dsszes elem egyetlen korre fiizdik fel. (Ilyen példa-

1 2 3 45 6 L. . e . .
ul az (6 51 2 3 4> permutacio.) Ha visszaértiink a kiindul6pontba,

akkor valasztunk egy olyan elemet, amit még nem érintettiink utunk sorén,
és az abbol kiinduldé nyil mentén elindulva, majd a képébél — majd annak
képébdl, és igy tovabb —, kiindulé nyil mentén folytatva, el6bb-utébb tjabb
kor fog bezardédni. Ezt ismételjik, ameddig még van kimarad6 elem, mig
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végil az Osszes elemet tartalmazni fogja valamelyik kor. Azt, hogy a korok
diszjunktak lesznek, az garantalja, hogy minden pontbél egy nyil indul ki és
egy fut be, igy utunk soran csak egyszer haladhattunk &t rajta.

Vannak oylan permutaciok, amelyek grafja — a trivialis egyelemd koro-
ket (azaz a hurokéleket) nem szamitva — minddssze egyetlen kort tartalmaz.
(Olyan is van, nevezetesen az identikus leképezésés, amelyik egyet sem.)
Az ilyen permutéicidkat — fiiggetleniil attol, hogy hany pontbol all a kor
— szokas ciklikus permutéacioknak, vagy ciklusoknak nevezni. Ilyen példaul

123 456 123 45 6 tacio. (Frd
A%\ 9 3 4 5 1)VAYA || £ g o 4 ) Permutacio. (Lrdemes

1 345 6) .
permutacio

észrevenni, hogy a fenti példaban szerepld <6 53 9 4 1

épp e kettd szorzata.)

7.1. Definici6. Az
i dy .. g1 ik dkel ... in
io 43 ... Gk 01 Qg+l ... n

alaki permutéciot ciklikus permutdcionak vagy (k-taga) ciklusnak nevezziik,
és (i1,12,...,1x)-val jeloljik.

Példaul:
12345 6)_ (162345 _ ¢
6 2345 1) (612345 7
123456 2 54136
(153246>_<542136>_(2’5’4)

A kéttagu ciklusokat szokés transzpozicidknak nevezni.

7.1. Tétel. Minden permutéacié — a tényezdk sorrendjétél eltekintve — egy-
értelmiien irhaté fel paronként diszjunkt ciklusok szorzataként.

Bizonyitas. A tétel indoklasdt mar az irdnyitott grafokkal vald abrézolas
kapcsan lattuk, a

o= < 1 2 3 ... n )
(1) ©(2) »3) ... ¢n)
permutécié esetén az 1-bdl indulva az

Lip(1), p(p(1)), p(p(p(1))) ..
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sorozatban el6bb-utobb tjra els fog fordulni az 1 (mert véges sok elemiink
van, és a bijektivitds miatt az ismétlédés el6tt minden elem legfeljebb egy-
szer fordulhat el§), és ezzel lezarul egy ciklus. Valasszunk ekkor egy 1j,
az elébbi ciklusban nem szerepld a elemet. Az elbbiekhez hasonléan, az
a,o(a), p(¢(a))... sorozatot folytassuk addig, amig az a meg nem ismétls-
dik, elgallitva ezzel a kévetkezd ciklust. Mivel minden elemnek pontosan egy
képe és pontosan egy Gse van, ebben a ciklusban nem szerepelhet olyan elem,
amelyik méar az el6z6ben is szerepelt, tehat s két ciklus diszjunkt lesz. Ezt
az eljarast folytatjuk addig, mig ki nem meritettiik a halmaz Gsszes elemét.
Az egyértelmiiség ugyancsak a bijektivitasbol kovetkezik. (O

Példanl:
((15 ; g 3 451 ?>:(176)-(2,5,4).<3)
G 3 g i 2 g>_(1) (2)-(3)-(4)-(5) - (6)
(é g i 3 ? §>=(1,6,3,4,2,5)

Probélja ki az 1-9 szdmok egy permutaciojat diszjunk ciklusokra bontd
www.cs.elte.hu/"kfried/algebra3/permcikl.exe programot.

Megjegyzés. Az egytagi ciklusokat nem mindig szokés kifrni, igy példaul
az

1 23 45 6
(6 5 3 2 4 1)—(1a6)'(2,5,4),

az identikus leképezés esetén pedig az

alak is elfogadhato.

7.2. Tétel. Minden permutécio felirhaté transzpoziciok szorzataként.

Bizonyitas. Konnyen ellendrizhetd, hogy tetszéleges (i1, 2,13, .. ., ix) ciklus
esetén (i1,1i2,43,...,10k) = (i1,12) - (i2,43) « ...+ (ik—1,7k), igy minden ciklus

felirhat6 transzpoziciok szorzataként. Az el6zs tételbdl viszont tudjuk, hogy
minden permutacié felirhaté ciklusok szorzataként. [J

Megjegyzés. Példaul a (2,5,4) ciklus a helyben marado elemeket kihagyva

oy 2 5 4 .. 2 5 4
a felirasbol a <5 4 2) permutéciot, a (2,5) transzpozicié a <5 9 4>


www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/permcikl.exe
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5 i g) jelenti. Azt, hogy (2,5,4) =
(2,5)-(5,4), agy is elképzelhetjiik, hogy az érintett elemek 2, 5, 4 sorrendjébdl
ugy is megkaphatjuk az 5,4, 2 sorrendet, hogy elészor feleseréljik (az (5,4)
transzpozicionak megfelelgen) az 5-6t a 4-gyel, majd az igy kapott 2,4,5
sorozatban felcseréljiik (a (2,5) trnaszpozicionak megfelelGen) a 2-t az 5-tel.

permutaciot, az (5, 4) transzpozici6 a <

Egyébként a tétel allitdsanal tobb is igaz, ezt a 7.4. Tételben fogjuk latni.

Erdemes észrevenni, hogy altalaban az, hogy egy permutaciot balrél meg-
szorzunk egy (a,b) transzpozicioval, azt eredményezi, hogy az adott permu-
tacid képelemeinek sorrendjéhez képest az eredmény képelemei kozott az a
és a b kicserélgdik:

1 2 ... x Yy e n
(a’b)‘<so<1> p2) o p@)=a ey =b ¢<n>>_

Tételiink szemléletes tartalma az, hogy az 1,2,3,...n elemek tetszéleges
sorrendje elGallithatd megfelels szami 1épésben gy, hogy egy 1épés soran
mindig két elemet cseréliink ki. (Lasd példaul a 7.1. abran lathaté animaciot.)

Ebbdl a szemléletes tartalomboél az is vildgos, hogy amikor transzpoziciok
szorzataként allitunk el egy permutaciot, akkor ez az elGallitas egyaltalan
nem egyértelmt, s6t, mindig végtelen sokféleképpen teheté meg, hiszen pél-
déul a 2-t és az 5-0t agy is kicserélhetem egyméssal, hogy elGszor az 5-6t ki-
cserélem egy tetszbleges elemmel, azutan a 2-vel, majd a 2-t azzal az elemmel,
amelyikkel az elsé lépésben az 5-6t cseréltem ki. Altalaban: (a,b) = (a,x) -
- (a,b) - (z,b) (és e harom transzpozicié barmelyike szintén felirhaté harom
transzpozici6 szorzataként és igy tovabb).

Igy az sem egyértelmti, hogy egy permutacio transzpoziciok segitségével
felirt alakjaban hany transzpozicié szorzata fog szerepelni. Azt azonban el-
mondhatjuk, hogy a paros permutacidk mindig paros sok transzpozicio, a
paratlan permutaciok pedig mindig paratlan sok transzpozicié szorzataként
fognak elGallni. A transzpoziciok ugyanis éppen két elem cseréjét jelentik, és
azt méar korabban lattuk, hogy két elem cseréje megvaltoztatja egy permuté-
ci6 paritasat. Paros sok valtozatés, azaz paros sok transzpozicid 6sszeszorzasa
megtartja a paritast, paratlan sok megvéltoztatja.

Ugy képzelhetjiik el a dolgot, hogy az identikus leképezésnek megfelels
permutaciét szorozzuk meg kiilonféle transzpozicidokkal egészen addig, mig a
vizsgalni kivant permutéaciohoz nem jutunk. A vizsgalt permutécio egyrészt
éppen e transzpozicidok szorzata lesz, méasrészt ezek a transzpozicidok annyi-
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szor valtoztattdk meg az identikus leképezés paritasat, ahdnyan voltak. Az
identikus leképezés pedig nyilvan paros.

7.3. Tétel. A P, permutéciécsoportban a paros permutéaciok részcsoportot
alkotnak, és ez a részcsoport normaloszto.

Bizonyitas. Azt, hogy két paros permutacié szorzata is paros, belathatjuk
példaul ugy, hogy ha mindkett&t felirjuk transzpozicidk szorzataként, akkor
kiilon-kiilén mindkett&jiik paros sok tényezd szorzata lesz, szorzatuk megkap-
hato e paros + paros = paros sok tényezs szorzataként. A paros permutaciok
részhalmaza tehat zart a permutaciészorzasra.

A permutéaciécsoport egységeleme, az identikus leképezés szintén péros,
igy az egységelem is benne van a halmazban.

Belatjuk, hogy paros permutéaciok inverze paros. Ezt meggondolhatjuk
példaul gy, hogy mivel minden transzpozici6 6nmaganak az inverze, egy
permutécié inverze elGallithaté tgy, hogy a benne szerepld transzpozicidkat
forditott sorrendben szorozzuk Ossze.

Tehat a paros permutaciok halmaza részcsoport. Az, hogy norméloszto
is, azon mulik, hogy a paros permutéciok részcsoportjanak a rendje éppen
a fele a csoport rendjének (ugyanis mint mar lattuk, a paros és paratlan
permutaciok szama megegyezik), és azt mar tudjuk (lasd a normalosztokra
a 5.2. Definiciot kovetGen irt példakat), hogy az ilyen tulajdonsagu részcso-
portok mindig normaélosztok. [

7.4. Tétel. Barmely permutécié felbonthaté (1,i) alaka transzpoziciok
szorzataként. A felbontéds — természetesen — itt sem egyértelmi, a tényezdk
szamanak paritdsa azonban igen.

Bizonyitas. El6szor vizsgaljuk azt az esetet, amikor a permutaci6 cik-
lus, mégpedig olyan ciklus, amelyben nincsenek helyben maradé elemek:

(CLZ', Aj41y. -y Qn, 1, 2, e ,ai,l).

Az 1 elemet rendre felcserélgetve az ay,, an_1, ..., a;, Gi_1, ..., 3, 2 ele-
mekkel, a ciklus ,,1-gyel jobbra lép”, vagyis az (a;—1, a;, . .., an—1,1,2,...,ai + 1)]
ciklust kapjuk. Ezt még a;_1-szer végrehajtva az identikus permutaciot kap-
juk.

Ha a ciklusban szerepel az 1l-es, akkor fiiggetleniil attol, hogy milyen
elemek ciklusarol van sz, elvégezhetjiik ugyanezt az eljarast. A végeredmény
az adott részhalmaz identikus permutéacidja lesz.

Most vizsgéljuk azt, amikor a permutécié tébb diszjunkt ciklus szorza-
taként all eld:

™ = (ai17ai1+17 o 7ai1—1)(ai27 o419« - - 7ai2—1) cee (aika a‘ik—i-la cee 7a/ik—l)
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Vegyiik el6re azt a tényezst, amelyben benne van az 1. (Ezt megtehetjik,
mert a felbontas a tényezsk sorrendjétdl fiiggetleniil egyértelmd.) Ezt a té-
nyezdt ezutan felirjuk (1,4) alaka transzpoziciok szorzataként ugy, ahogyan
azt az elézd 1épésben is lattuk.

Ha a kovetkez6 ciklusban a legkisebb elem az a;,j, akkor végezziik el az
(1, aj,+j) transzpoziciot, majd rendezziik a méasodik ciklust az els6ben vég-
zett eljarashoz hasonloan, végiil végezziik el ismét a (1, aj,+;) transzpoziciot.

Ezt az eljarast ismételjiik addig, amig minden cikluson végig nem ériink.

Ezzel tehéat a ciklusokat (1,4) alakt transzpoziciok segitségével az iden-
tikus permutéacioba vittik.

Az ebben a modellben elvégzett transzpozicidok szamat meg tudjuk mon-
dani (a;, - (i1 — 1)+ 14a,-(io—1)+1+...+14a; - (ix —1)+1),
de ez lényegtelen. A transzpoziciok szaménak paritasa viszont egyértelm,
ahogyan ezt mar korabban lattuk (7. oldal). O

Megjegyzés. Természetesen az el6z8 tételre adott bizonyitas messze nem a
legegyszertibb. Egy jol felépitett konstrukcié szemléletesebb, kévethetSbb is.
Egy ilyet mutatunk most. (Ebben altalaban a lépésszam is nyilvan joval
kevesebb lesz.)

Bizonyitas. Az eljaras a kovetkezd lesz. A legnagyobbtol kezdve (n) a leg-
kisebbig (1) sorban a helyiikre vissziik az elemeket.

Tegyiik fel, hogy a k-nal nagyobb elemek a helyiikon vannak, a k-t akarjuk
a helyére vinni; az 1-est az [-hez rendeljiik, és a k-hoz az m-et (lasd a kiindulo
permutéciot alabb).

Elgszor cseréljiik fel az 1-est az m-mel, majd az l-est a k-val, tehat a

1 2 ... a, ... L ... k k+1 ... n
ai ay ... kK ... 1 ... m k+1 ... n

permutéciobol kiindulva a

1 2 ... a ... 01 ... kK k+1 ... n
(1’k)'(1’m)'<a1 aa ... kK ... 1 ... m k+1 ... n>

(1 2 .ooa ...l ...k kE+1 ...0n
“\a; a2 ... 1 ...m ... k k+1 ... n
permutaciot kapjuk.

Fzzel a modszerrel egyesével a helyére vissziik az egyes elemeket — mind-
egyiket legfeljebb 2 lépésben (végiil az 1 automatikusan a helyére keriil) —,
igy legfeljebb (n — 1) % 2 cserét, azaz transzpoziciot végeztiink. [J
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Az eljarast egy konkrét animacion is bemutatjuk (7.4. abra).

1 234567289

5249613728

KI<[QP > A] | =]+

7.4. abra.

Feladatok

1. Hatérozza meg a kovetkezd permutaciok inverzidinak szamat, a per-

mutaciok paritasat!

12345 123456
(a)(21543> (b)(261534>
123456 123456
(C)(654321> (d)(612345>

2. (a) Bontsa diszjunkt ciklusok szorzatara az el6z6 feladat permutéci-
oit!
(b) Irja fel Sket transzpoziciok szorzataként!
(c) Irja fel mindegyiket (1,4) tipust transzpoziciok szorzataként!

(d) Allapitsa meg a permutéciok (mint csoportelemek) rendjét!

3. Végezze el a kivetkezd miveleteket!

1 2 3 4 5\° 1 2 3 4 5\°
5 43 2 1) 5 43 2 1
12345\ (12345
1352 4/ \2 43 5 1
1 2 3 4 5\%/1 2 3 4 5\°
14523/ \1 3245
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4. Tekintse D3 miiveleti tablazatat (4.1. tablazat). Helyettesitse az egyes
transzforméciokat az 1, 2, 3, 4, 5, illetve 6 szamokkal.

Irja fel a kapott permutaciokat.
Hatarozza meg a permutaciok paritasat! Mit vesz észre?

5. Az ismert 15-0s jatékban (tili-toli) 15 szamozott négyzet mozog egy
4 x 4 helyet tartalmazo6 tablan. Az a feladat, hogy a szamokat — Gssze-

keverés utan — rendezziik vissza a kiindulé helyzetbe. A jaték kiproba-
lasa:

www.cs.elte.hu/"kfried/algebra3d/Sliding Puzzle_1.0bnl. jar

1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

Legyen a kitiintett sorrend az 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14,
15 és az tires hely.

(a) Igazolja, hogy ha keverés utan az iires hely tovabbra is a jobb also
helyen van, akkor a szamok permutacioja péaros!

(b) Igazolja, hogy ha a keverés utan az tires hely az 1. vagy a 3. sorban
van, akkor a szdmok permutacidja paratlan.

6. (a) Hatarozza meg a m = <é ? g ;1 i) s a M =
1 2 3 45 L )
<1 3 9 4 5) permutacidkhoz a m; - mo és a my - ™ szorza-
tot is!

(b) Hatarozza meg ennek a két permutécionak mint csoportelemnek
a rendjét!

(¢) Keressen olyan o1, o9 permutéciokat, amelyekre oy - 09 = 03 - 071!

7. Igazolja, hogy paros ciklus rendje paratlan, paratlan ciklus rendje pa-
ros!

8. Igazolja, hogy paratlan permutécié rendje péros!

9. Igazolja, hogy D3 izomorf Ps-mal!


www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/Sliding_Puzzle_1.0bn1.jar
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10.

11.

12.

13.

Jeloljiik a szabalyos haromszog harom cstcsat 1, 2, 3-mal. Irjuk fel az
egyes transzformaciokat aszerint, hogy azok az 1-hez, a 2-hoz, illetve
3-hoz rendre mit rendelnek. Mit tapasztalunk?

Hény egymassal nem izomorf 6-elemt csoportot tud felirni? (Hasznal-
hatja a www.cs.elte.hu/"kfried/algebra3/groups2-8. jar csoport-
készit§ programot. A piros betd az invertalhatosag, a narancssarga
szinezés az asszociativitas sériilésére utalod hibat jelez.)

Van olyan titkosiras, amelynek soran az a4bécé bettit adott sorrendben
Osszekeverjiik, és a szoveg minden egyes bettijét az eredeti az dbécében
elfoglalt sorszaméahoz rendelt 4j sorszam szerinti betiivel helyettesitjiik.
Ha példaul az a betiit az e-be, az z betiit a k-ba viszi a keverés, akkor
az az szobol ek lesz. (A sz0kozok a helyiikon maradnak.)

(a) Hogyan lehet kodolni egy széveget, ha ismerjiik a szoveget és a
kevert abécét?

(b) Hogyan lehet dekodolni (visszaalakitani egy kodolt szoveget), ha
ismert a kédolas és a kodolt szoveg?

(c) Valaki tigy szeretné sszetettebbé tenni a kodolast, hogy tobbszor
is elvégzi ezt a fajta kodolasi eljarast. Mit szol az Gtlethez?

Egy kodolasi eljaréas soran a titkositando szoveget (szokozokkel egyiitt)
3 karakter hosszt részekre bontjuk (ha nem oszthatoé 3-mal a betiik
szama, akkor az utols6 néhany karaktert valtozatlanul leirjuk, vagy
tetszolegesen keverhetjiik). A kapott 3 hosszu jelsorozatokat egy vélet-
lenszerd permutacié szerint Osszekeverjiik. (Valaszthatjuk egyszertibb
esetben azt, hogy minden részjelsorozatot ugyanazzal a keveréssel ke-
verjiik Ossze.)

Dekédolja az ezzel az eljarassal kodolt szoveget:
Z EGMEESME PRUMCTAKOIS ZZORTAA.
A megoldas itt olvashato: 202

(A jelsorozatok hosszat 3 helyett mas értéknek is valaszthatjuk.)


www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/groups2-8.jar

8. fejezet
Gytrik

8.1. Definicié. Az (R, o,x*) algebrai strukttura gydrd, ha

— (R, o) kommutativ csoport,
— (R, x) félcsoport

— a * muvelet disztibutiv a o miveletre nézve.

Ha a * mivelet kommutativ, akkor kommutativ gytrtirsl, ha pedig a *
miiveletnek van neutralis eleme, akkor egységelemes gytirtirél szokas beszélni.
(A o miivelet neutralis elemét altalaban zérusnak nevezik.)

Példaul:

1. (Z,+, ") egységelemes, kommutativ gytird.

2. A paros szamok, illetve egy tetszéleges k egész szam tObbszorosei is a
szokésos Osszeadassal és szorzéssal kommutativ gytirit alkotnak.

3. A 0 szdm 6nmagéban az Osszeadéasra és szorzasra szintén gytirtt al-
kot, az olyan gytdr(t, amelynek csak egyetlen eleme van, szokas null-
gyirinek nevezni.

4. Tetszbleges m > 2 egész szam esetén a mod m maradékosztilyok kom-
mutativ, egységelemes gytrtit alkotnak a maradékosztalyok Osszeadé-
sara és szorzasara nézve.

5. Az a + bi alaka komlpex szamok, ahol a és b egész (Gauss-egészek) a
komplex szdmok szokasos Osszeadéasara és szorzasara nézve, kommuta-
tiv, egységelemes gytirtit alkotnak.

99
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6. Az a + by/2 alakt valos szamok, ahol a és b egész, a szokasos Ossze-
adasra és szorzésra nézve kommutativ, egységelemes gytirit alkotnak.
Hasonloan, az a+by/n alakt szamok halmaza, ahol a és b egész, tetszo-
leges rogzitett n egész szam esetén a szokasos Osszeadésra és szorzésra
kommutativ, egységelemes gytirtt alkotnak. (Ha n négyzetszam, akkor
éppen az egész szamok gytrtjét kapjuk.)

7. Egy tetszGleges test vagy gytird feletti polinomok gytrit alkotnak a
polinomok Osszeadéséra és szorzasara nézve. A testek feletti polinom-
gylrik mindig kommutativak és egységelemesek.

8. Egy tetszGleges T test feletti n x n-es méatrixok egységelemes gytrtit
alkotnak a matrixok Osszeadasara és szorzésara nézve

9. Egy test feletti vektorteret 6nmagara vivé homogén linearis leképezések
(linearis transzformaciok) egységelemes gytirtit alkotnak a (p+1)v :=
©(v) 4 1(v) Osszeadésra és a leképezések szorzasara.

10. Az egész szamok halmazan definidljuk a kévetkezs két miiveletet: a o
b:=a+b—1¢é axb:= a+b— ab. Ekkor a (Z,o,*) struktara
kommutativ, egységelemes gytir.

11. Ha egy tetszdleges (G, o) kommutativ csoportban ugy értelmezziik a
miveletet, hogy barmelyik két elemre a * b a csoport neutralis eleme
(zérus) legyen, akkor (G, o, x) kommutativ gytri lesz. Az ilyen tipust
gylriiket zérdgyirinek nevezik.

Megjegyzés. A természetes szamok halmaza az Gsszeadésra és a szorzésra
nézve nem alkot gydr(t, mert az Osszeadas nem invertalhato. Ezt a tipusi
strukturat félgytrtinek nevezziik, és kés6bb még ejtiink rola szot. Az egész
szamok az Osszadésra és szorzasra nézve kommutativ gytrit alkot.

Ebben a tananyagban korabban nem vizsgéltunk kétmitiveletes strukti-
rakat. (Tudjuk, hogy a test is kétmiiveletes, de egyel6re még nem vizsgaltuk.)

A két miivelet tulajdonsagait kiilon-kiilon irtuk fel: (R, o) kommutativ
csoport, (R, x) félcsoport. A két miivelet kozotti kapesolatot a * mivelet o
miveletre vett disztributivitas tulajdonsaga jelenti. Felmertil a kérdés, hogy
példaul az (R, o) csoportbol kiindulva nem jelent-e ez valami megkotést a
miveletre nézve.

A o miivelet specilis eleme az egységeleme, vagy neutralis eleme (a zérus,
jelolje n) — milyen Osszefliggéseket allapithatunk meg minden gytrtiben?

Minden elemnek létezik o szerinti inverze — milyen kapcsolatban &ll ez a
x mivelettel?
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Nem lehet-e, hogy * invertalhatosiga is kdvetkezik mar a miveleti tulaj-
donsigokbol?

Mi lesz példaul egy tetszéleges axn szorzas eredménye? Milyen feltételek-
kel lehet a * b = n? (Vannak-e zérusosztok R-ben?) Tetszbleges elem elGall-e
valamely elemek * miivelet szerinti eredményeként?

Ezekre a kérdésekre tobbnyire egyszert a vélasz, mert nem teljesiilnek
tetszdleges gytirtiben: ehhez elég csak egy ellenpéldat adnunk.

Példaul a gytrtkre adott 2. példaban a 6 nem all el§ két szam szorzata-
ként, illetve jol lathatéan nem invertalhaté a szorzas.

De vannak olyan tulajdonsagok, amelyeket érdemes megfigyelni, példaul:

8.1. Tétel. Egy (R,o,x) gytiriiben Ya,b,c € R esetén érvényesek az alabbi-
ak:

l.axn=nxa=mn,
2. (—a)xb=ax(=b) = —(axb), illetve (—a) * (—b) = axb,
3. ax(bo(—c)) = (axb)o(—(axc)), illetve (ao(—b))xc = (a*xc)o(—(bx*c)),

ahol n a o miivelet egységeleme (neutralis eleme), vagyis a zérus, —x pedig
az x szam o szerinti inverzét jeldli.

Bizonyitas. A bizonyitashoz mindenekel6tt tobbszor a disztributivitast
hasznaljuk, valamint a o és * asszociativitasat, o invertalhatosagat.

1. Tudjuk, hogy n = non, tehat axn = ax(non) = (axn)o(a*xn), amibdl
a o mivelet invertadlhatosagabol kovetkezik, hogy n = a * n. Hasonldan,
n*xa = (non)*xa=nsx*aon *a, amibol kovetkezik, hogy n = n x a.

2. Tudjuk, hogy (a *b) o (—(a % b)) = n, és asszociativ struktiraban az
inverz egyértelmi (3.2. Tétel). Mivel pedig

(axb)o(—a)xb=(ao(—a))xb=n*xb=n
az 1. allitas szerint, igy (—a) *b is inverze a *b-nek, tehat (—a)*xb = —(ax*b).
Hasonloan: (a*b) o (a* (=b)) =ax (bo(=b)) =a=0.

Ezek szerint pedig (—a)*(—b) = —(—(axb)), egy elem inverzének inverze
pedig 6nmaga, vagyis az allitas valoban igaz.

3. Ezek az allitasok a disztributivitas és a 2. allitas alapjan azonnal adod-
nak. [
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8.1. Megjegyzés. Ezeket az osszefiiggéseket az (Z,+,-) gytrtben felirva
azt kapjuk, hogy tetszéleges a, b egész szamok esetén

a-0=0-a=0,
(—a)-b=a-(=b)=—(a-b), illetve (—a) - (—b
a-(b+(—c))=(a-b)+(—(a-c), iletve (a+(=d))-c

a - b, valamint
(a-c)+ (=)l

(vagy masképp a-(b—c)=(a-b)—(a-c)és(a—b)-c=(a-c)— (b-c)).

Barmilyen magatol értet§dének is gondoljuk ezeket az Osszefliggéseket —
mint azt az el6zd tételben lattuk — nem azok. Az Osszeadés asszociativitasa,
invertalhatosaga (kovetkezményként az ellentett egyértelmisége), valamint
a szorzas Osszeadasra vett disztributivitdsa mind szerepet jatszik a bizo-
nyitasunkban. Ezekkel az azonossagokkal ugyan mar az altalanos iskolaban
megismerkedtiink, de nyilvan nem adtunk ra bizonyitast. Ennek alapjaul
absztrakt algebrai ismereteink szolgalnak.

Erdekes kérdés, hogy nem vezetheté-e le mas hasonlo specialis tulajdon-
sag, amely minden gytriiben teljesiil.

Példaul: Lehet-e két nem zérus gytrtbeli elem * miivelet szerinti ered-
ménye n (vagyis vannak-e zérusosztoparok)?

Elsfordulhat-e, hogy az (R, o) strukttrdnak mindig van x szerinti egy-
ségeleme is (vagy mas specialis tulajdonsaga)? Esetleg teljesiil a kommuta-
tivitas?

vezethetGk le. De érdemes megkiilonboztetni azokat a gytrtiket, amelyek
rendelkeznek ezekkel.

8.2. Definicié. A kommutativ és zérusosztomentes gytirtiket integritdsi tar-
tomdnyoknak nevezziik.

Megjegyzés. Vannak olyanok, akik azt is megkovetelik egy integritasi tar-
toméanytol, hogy legyen egységeleme, vagyis az egységelemes, kommutativ és
zérusosztomentes gytriiket nevezik integritasi tartomanyoknak.

Ahhoz, hogy a gytritk tipusainak vizsgalatat leegyszertsitsiik, csak olya-
nokat akarunk megkiilonboztetni, amelyek algebrailag is kiilonboznek. Vagyis
azonosnak tekintjiik az ugyanolyan szerkezettieket, azokat, amelyek kozott
van mivelettarté6 megfeleltetés — izomorfak, ahogyan korabban neveztiik.

Gytirtk (és altalaban azonos tipust algebrai struktirak) izomorfiajat ha-
sonlbéan értelmezziik, mint csoportokét:
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8.3. Definici6é. Az (R, +,-) gytrd izomorf az (R', o, *) gytrtvel, ha létezik
olyan ¢: R — R’ bijektiv leképezés, amelyre Va,b € R esetén ¢(a + b) =
p(a) o p(b) & p(a-b) = p(a) * p(b).

Példaul:

1. A (Z,+,-) gytird izomorf a (Z,o,*) gytriivel, haaob=a+b—1 és
a*xb = a+b—ab, ekkor ugyanis a ¢: n — 1—n hozzarendelés rendelkezik
a definicié szerinti tulajdonsagokkal: bijektiv és miivelettarto.

2. Egy T test feletti n-dimenziés vektorteret onmagara vivg lineéris
transzforméciok gytrtje izomorf a T test feletti n X n-es matrixok gyt-
rijével. (Rogzitve a vektortér egy bazisat, minden leképezéshez egyér-
telmtien hozzarendelhet§ a leképezés matrixa, és a leképezések Osszegé-
nek, illetve szorzatdnak matrixa a hozzajuk tartozé matrixok osszege,
illetve szorzata.)

3. A Gauss-egészek gytirtje izomorf az a Z feletti ( “ Z> alaki matri-

—b
xok gytrdjével; a két gytrtd kozott a mivelettartod bijekcio a ¢: a+bi —

(5 o)

Ezekutan vizsgaljuk meg, hogy a kordbban latott gytrtik koziil melyek
milyen specialis tulajdonsaggal rendelkeznek.

Fenti példaink koziil keressiik meg, melyik integritasi tartomany:

1. (Z,+,-) egységelemes integritasi tartomany.

2. Egy k egész szam tobbszoroseinek gytirtije mindig integritasi tarto-
many, viszont |k| > 2 esetén nincs egységeleme.

3. A null-gytrd integritasi tartomany (hiszen csak egyetlen eleme van, a
0).

4. Ha m 0Osszetett szam, akkor (Z,,, +, -) nem zérusosztomentes, igy nem
integritasi tartomany. (Példaul mod 10 esetén 2 A~ 0 és 5 /& 0 de
2-5=0.)

Ha m prim, akkor (Z,,+,-) egységelemes integritasi tartomany (s6t,
mint azt késébb latni fogjuk, test).

5. A Gauss-egészek gyiirtje egységelemes integritasi tartomany.
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6. Az a + by/n (a, b egész) alaki szamok halmaza gytrd tetszGleges n
esetén egységelemes integritasi tartomany (n négyzetszam esetén ez
maga az egész szamok gytrtje, n negativ egész szdm esetén a komplex
szamok egy részgytrtigyjét kapjuk, n = —1-re pedig az tgy nevezett
Gauss egészeket).

7. Tetszbleges test feletti polinomgytirid egységelemes integritasi tarto-
many. Egy R gytri feletti polinomgytird akkor és csak akkor integritési
tartomany, ha R is az.

8. A T test feletti n x n-es méatrixok gytriije nem integritasi tartomény,
mert a méatrixszorzas nem kommutativ (tudvan, hogy T-ben van zé-
ruselem és téle kiillonbozs egységelem is):

adan (0 DY (O LY _ (1 1\ (0 1[0 1) _ (10
perdattly o)1 1) 7o 1/™8\1 1)\ o/ T\ o)

Nem is zérusosztémentes:

114 1 0y /0 1y (0 O
példaul <O O> (0 0>—<0 0).

9. A linearis transzformaciok gytrije egy T test feletti n-dimenzios vek-
tortér esetén izomorf a T test feletti n x n-es matrixok gytrdjével (a
miivelettarté bijekcié soréan a transzformaciokhoz hozzarendeljiik egy
rogzitett bazisban a méatrixukat); nem is kommutativ, nem is zérusosz-
tomentes, igy nem is integritasi tartomany. (Azért nem kommutativ
és nem zérusosztémentes, mert a matrixok szorzéasra vett gytrdje —
amellyel izomorf — sem kommutativ és zérusosztomentes.)

10. A (Z,o0,x) gytrid (ahol aob=a+b—1ésa*xb=a+b— ab) egység-
elemes integritasi tartomény (belathato, hogy izomorf az egész szamok
gytirtjével).

11. A zérogyitirtk (a null-gytrd kivételével) nyilvanvaloan nem zérusoszto-
mentesek, igy nem integritasi tartoméanyok.

Lattuk korabban, hogy minden gytritiben a o mitivelet neutralis eleme
(8.1. Tétel, 1. &llitas), azaz az additiv zérus, mindig egybeesik a szorzas
zéruselemével.

Megjegyzés. A tovabbiakban altalaban egy (R, o,x*) gy(iri esetén — a szo-
kasoknak megfelelen — a o miveletet (barmi is legyen) Gsszeadasnak fogjuk
nevezni, és +-szal jeloljiik, a x miveletet (barmi is legyen) szorzésnak fogjuk
nevezni, és --sal (szorzassal) jeloljiik. (A szokasoknak megfelelGen a szorzas
jelét — amennyiben ez nem okozhat félreértést — tobbnyire elhagyjuk.) Az
osszeadas neutralis elemét (és egyben a szorzas zéruselemét) 0-val, az a elem
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additiv inverzét —a-val, az a + (—b) elemet a — b-vel, a szorzés neutralis
elemét 1-gyel jeloljiik.

Abban is érdemes megallapodnunk, hogy ha egy miiveletsorban tébb ki-
jelolt miivelet szerepel, és ezek elvégzésének sorrendjérél nem rendelkeztiink
megfelelGen elhelyezett zardjelekkel, akkor a miiveletek koziil el6szor mindig
a szorzasokat kell elvégezni. Tulajdonképpen ez nem lenne annyira fontos,
mert példaul a - b+ ¢+ d esetében el6bb is elvégezhetjiik a ¢ + d Gsszeadast,
mint az a - b szorzast, de rendkiviil komplikilt lenne az a megfogalmazés,
hogy azok a miiveleti sorrendek a helyesek, amelyek tetsz6legesen vélasztott
operandusok esetén ugyanazt az eredményt adjak, mintha a szorzasokat vé-
geztiik volna el el6szor. Akkor fogalmaznank kell6en koriltekintGen, ha egy
adott miiveletsorban megkiilonboztetnénk a szorzas tényezsit és az Osszeadas
tagjait, és azt mondanénk: egyetlen tényez6t sem lehet tagként kezelni, csak
magét a szorzatot, amelyben a tényezd szerepel. Igy a korabbi miveletben a
és b tényezGk, a - b szorzat, valamint ¢ és d tagok. Ebben az értelmezésben az
a lényeg, hogy tényezdt taggal nem adhatunk — vagy ha kivonas is szerepel
— nem vonhatunk 6ssze. Példaul az a - (b + ¢) miiveletsorban a tényezs, b
és ¢ tagok, mig b + ¢ tényezd. Itt tehat csak b-t és c-t adhatjuk Ossze (ezek
tagok), a-t és b-t nem (mert a tényezs). Vagy a + b - c-ben a tag, b- ¢ is tag,
mig b és ¢ tényezdk. Osszeadni pedig csak a-t és be-t szabad.

Ezekkel a jelolésekkel a 8.1. Tétel allitdsai a kovetkez&képpen irhatok:

Egy (R, +,-) gytiriiben Ya,b,c € R esetén érvényesek az alabbiak:

1. a-0=0-a=0 (vagy a0 = 0a = 0),

2. (—a)b=a(=b) = —(ab), illetve (—a)(—b) = ab,

3. a(b—c) = ab — ac, illetve (a — b)c = ac — be,

A tovabbiakban azt fogjuk vizsgalni, hogy a csoportok kérében tett meg-
figyeléseink milyen feltételek mellett lehetnek érvényesek gytrtk korében.
8.4. Definicié. Az (Ry,o,*) algebrai struktara részgyirije az (R, o, %) gyt-

riinek, ha Ry C R és (Ry,+, *) maga is gylrd. Az (R, o,x*) gytird (R, o, %)
részgytrtjét igy jeloljik: R > Ry vagy Ry < R.

Példaul:

1. (Z,+,-)-nak részgytirtje a paros szamok gytriije, illetve egy tetszdleges
egész szadm 0Osszes tobbszordseibsl allo gytr.
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10.

11.

. A paros szamok gytiriijének részgytrtje példaul a 4-gyel oszthato sza-

mok gyftrtje, egy k egész szam tobbszordseinek gytirtijében részgytiri
a k egy tetszéleges tobbszorosének Gsszes tobbszoroseibsl allo gyrd.
(Altalaban egy gytirt részgytirtjének részgyftiriije az eredeti gytirtinek
is részgytirtje.)

. Egy null-gytrtnek egyetlen részgytrtje sajat maga.

- A (Z10,+ mod 10, mod 10) maradékosztalygytiriben példaul részgyti-

riit alkotnak a paros maradékosztalyok. Altalaban egy (Zm, + mod m, -
“mod m) Maradékosztalygytiriben részgytrit alkotnak egy tetszéleges
szam Osszes tObbszorosei altal reprezentalt maradékosztalyok.

. A Gauss-egészek gytirtjének részgyiiriije az egész szamok gyiirije, to-

vabba részgytrtit alkotnak példaul az a+ 2bi vagy — tetsz6leges k egész
esetén — az a + kbi alakt Gauss-egészek.

. Az a4 bv/2 (a,b egész) alaki szamok gytirtjében részgytirtt alkotnak

azok az a+bv/2 alaku elemek, amelyekben az a paros, a b pedig példaul
5-tel oszthato, vagyis az 2u + 5vv/2 alakt szamok, ahol u,v € Z.

. Egy tetsz6leges test (vagy gytrt) feletti polinomgytrtiben részgytirtit

alkotnak példaul azok a polinomok, amelyekben a konstans tag 0.

. Egy tetszoleges test (vagy gytiri) feletti n x n-es métrixok gytrtjében

részgytr(t alkotnak példaul azok a méatrixok, amelyekben az elsg sor
minden eleme 0.

. A sikot 6nmagara vivé homogén lineéris leképezések (linearis transz-

formaciok) gytirtjében részgytriit alkotnak példaul az origod kézéppon-
tu kozéppontos hasonlosagok. (A valos test feletti 2 x 2-es matrixok

gylrijében a kozéppontos hasonlosidgoknak az a> alakt maéatri-

a
0
xok részgytrije felel meg. Egyszertibb latni, hogy ezek a 2 x 2-es va-
16s elemii méatrixok korében részgytiriit alkotnak a méatrixosszeadés és

métrixszorzas mivelettel.)

A (Z,o0,x) gytrtben, ahol aob =a+b—1¢é axb =a+b— ab
részgytrit alkotnak példaul a pératlan vagy a 3k + 1 alaka egészek.
(Ezt a gytrit a (Z,+,-) gytrd izomorf képeként kaptuk meg, ahol a
mivelettarto bijekcio a ¢: n+— n—1 volt. Az 0j Z halmazban a 3k + 1
alakd elemek az eredeti Z halmazban a 3k alaku elemek felelnek meg.
Azok ott a kordbbaikban latottak szerint részgytriit alkottak.)

Egy (R,o,x) zérogytrtben (R,o) tetszbleges részcsoportja részgytird
lesz.
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12. Tetszbleges gytriinek részgytirtije maga a teljes gytird, illetve az egy-
elemt, csak a 0-t tartalmazo null-gytrd. Ezeket trividlis részgyidriknek
nevezziik (mig az ezektdl kiillonbozdeket — ha vannak — valddi részgyi-
riknek). Ennek megfelelgen a trivialis részgytirtt szokias nem valodi
részgytirtinek is nevezni.

Ahhoz, hogy egy (R, +,-) gylri egy R; komplexusarol eldontsiik, hogy
részgytri-e, elegendd azt ellendrizniink, hogy (Ry, +) részcsoportja-e (R, +)-
nak, illetve (Ry,-) részfélcsoportja-e (R,-)-nak (hiszen ha (R,+,-) gyfr,
akkor a szorzéas biztosan disztributiv az Osszeadasra nézve). Ezt tikrozi a
kovetkezs tétel:

8.2. Tétel. Ha Ry C R, akkor (Ry,+,-) akkor és csak akkor részgytirije az
(R,+, ") gytirtinek, ha Ya,b € Ry-rea —b € Ry és ab € R;.

Bizonyitas. A tétel a részcsoportokra, illetve részfélcsoportokra vonatkozo
4.1. Tétel, illetve a 3.6. Tétel kovetkezménye. [

8.3. Tétel. Az (R,+,-) gyiird tetszbleges részgytriiinek metszete is rész-

o

gyuri.

Bizonyitas. A tétel a részcsoportok, illetve részfélcsoportok metszetére vo-
natkozé 4.3. Tétel, illetve 3.7. Tétel kdvetkezménye. [J

Ezen tétel alapjan — a félcsoportoknal, illetve csoportoknal latottakhoz
hasonlé6 médon — most is beszélhetiink egy elem, illetve komplexus altal ge-
neralt részgydrirsl:

8.5. Definicié. Az (R, +, ) gytird egy eleme vagy komplexusa dltal generdlt

o

részgyurijén a legsziikebb olyan részgytrijét értjiik, amely tartalmazza az
illet§ elemet, illetve komplexust.

Példaul:
1. (Z,+,)-ban egy tetszleges k egész szam a k Osszes tObbszoroseibol

allo részgytriit generalja.

2. Egy tetsz6leges k egész szam tobbszoroseinek gytirdjében tetszéleges [
elem az [ Osszes tobbszoroseinek részgytirtjét generalja.

3. Egy null-gytriinek egyetlen részgytirtije van: sajat maga, amelyet a
null-gytri egyetlen eleme (a 0) general.

4. (Zmy+ mod m»* mod m)-ban egy tetszéleges @ maradékosztaly altal ge-

neralt részgytiri elemei az @, 2a, 3a, ..., a maradékosztalyok.

m,a)
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5. A Gauss-egészek gytrtjében az 1 az egész szamok gytirtjét, a 2 a paros
egészekét, az i a teljes gytrit generdlja. Az 1+ az olyan k + ni alaki
elemek részgytriijét generédlja, amelyekben a k és n paritdsa megegye-
zik. (1 + i egyiitthatéinak paritdsa megegyezik. Azt konnytd belatni,
hogy ha a1 + b1i és ag + bat olyan szamok, amelyekre a1 + by és as + bo
is péros egész szamok — vagyis megegyezik a paritdsuk — akkor ezek
Osszegében, kiilonbségében és szorzataban is a valds és a képzetes rész
Osszege paros egész szam lesz. De vajon minden ilyen a+bi el6all (1+4-4)-
b6l alkalmas miiveletekkel? (1 4 )% = 2i és 2i — 2i(1 +14) = 2. Legyen
a = 2a1 + rq, b = 2by + 13, ahol 7, + 1, = 0 vagy 2, de egyik sem
negativ, tehat r, = r, = 0 vagy ro, = rp, = 1. 2aq, 2b1¢, 1 + ¢ pedig
egyarant elgallithato 1 + i-vel.)

6. Az a+bv?2 (a, b egész) alaki szamok gytiriijében az 1 az egész szamok
gytrdjét, az 1+/2 a teljes gytirit, a v/2 pedig az olyan k +mn+/2 alaki
szamok gytridjét generadlja, ahol k paros, n tetszéleges egész.

7. Egy tetszoleges test (vagy gytiri) feletti polinomgytrtiben példaul az
f(z) = x polinom a konstans tagot nem tartalmazé egész egyiitthatos
polinomok részgytirtjét generalja.

8. A sikot onmagara vivé lineéris transzformaciok gytrtijében példaul az
orig6 koriili 180°-os forgatas azoknak az origd kozépponti kézéppon-
tos nagyitdsoknak a részgytrtjét generalja, amelyek aranyszdma egész
szam.

9. A (Z,o0,%) gytirtiben, ahol aob =a+b—1¢é axb = a+b— abd,
a 0 a teljes gytirtit, az 1 — mint zéruselem — az egyelemt, trivialis
null-gytrtt, a 2 a teljes gytrdt, a 3 a paratlan szamok részgytrtjét,
a 4 a 3k + 1 alaktl szadmok részgytrdjét, egy tetszéleges n szam az
(n — 1)k + 1 alaka szamok részgytirtjét generalja. (Ezeket az (Z, 4+, 0)
gytriibe képezé m — m + 1 izomorfizmus segitségével lathatjuk be.)

Gytirik kompatibilis osztalyozasai

A csoportoknal lattuk, hogy egy csoport kompatibilis osztélyozéasait a csoport
specialis tulajdonsagi részcsoportjai — a normalosztok — szerinti osztalyoza-
sok adtak.

Egy (R,+,) gytri tetszéleges (Rj,+,-) részgytirtje esetén az (R, +)
csoportnak mindig normalosztoja lesz az (R, +) részcsoport, hiszen (R, +)
kommutativ csoport.

Igy az (R, +,) egy tetsz6leges részgytirtije kompatibilis osztalyozast ge-
neral az (R, +) csoporton.
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De vajon sziikségszertien kompatibilis lesz-e az osztalyozés a szorzésra
is?

Két elem szorzatanak osztalya csak az osztalyaiktol fiigg-e, azaz fiiggetlen
lesz-e az elemek vélasztasatol?

Nézziik meg most néhany példén, hogy az (R, +) csoport (Ry,+) rész-
csoport szerinti osztalyozésa milyen (Rq, 4+, -) részgytri esetén adja meg az
(R,+,-) gytriinek is egy kompatibilis osztalyozasat (vagyis teljesiil-e, hogy
két elem szorzaténak osztalya csak az osztalyaiktél és nem az elemek meg-
valasztasatol fligg), illetve milyen részgytirtiknél nem lesz kompatibilis az
osztalyozas!

1. (Z,+,-)-ban egy tetszsleges k egész szam Osszes tobbszorosei részgyi-
riit alkotnak. Ha elkészitjik a (Z,+) csoport e részcsoport szerinti
mellékosztalyait, akkor a mod k maradékosztalyokat kapjuk. Mivel az,
hogy két szam szorzata milyen maradékot ad k-val osztva (melyik ma-
radékosztalyban lesz) nem fiigg attol, hogy mi volt a két szam, csak
attol, hogy milyen maradékot adtak k-val osztva (mely maradékosz-
talyokban voltak), ez az osztalyozas a szorzéasra nézve is kompatibilis.
Vagyis a k tobbszordseinek részgytriije szerint osztilyozva az egész
szamok gytrijét, kompatibilis osztalyozést kapunk.

2. A Gauss-egészek gyiiriijének részgytirtje az egész szamok gytirtje. Ha
a Gauss-egészek Osszeadési csoportjat az egész szamok Osszeadasi cso-
portja — mint normaélosztd — szerint osztalyozzuk, akkor a kovetkezd
mellékosztalyokat kapjuk: Z, Z + 1, Z — 1, Z + 2i, Z — 21, ..., Z + ki,

. (k egész). Ez az osztélyozas a szorzasra nézve nem kompatibilis,
mert példaul i, i, 1 4+ 7 a Z + i osztaly eleme, de a szorzataik kiilon-
boz6 osztalyokba esnek: i-i=—-1€Z+0-4,i(14+4i) =i—1€Z+1
(8.1. abra).

Hasonl6 a helyzet akkor is, ha az osztéilyozas alapjaul az a + 2bi alaki
Gauss-egészek részgytirijét véalaszjuk. Ekkor két osztalyt kapunk, az
egyikben az a + 2bi alaki, a masikban az a + (2b + 1)i alaka Gauss-
egészek lesznek. Ez az osztalyozas nem kompatibilis, hiszen példaul a
2 is és az 1 + 2¢ is az a + 2bi alakid elemek osztélydban van, de az
i-szeresiik két kiilonboz6 osztalyban van (8.2. abra).

Ha viszont a 2k + 2ni alaki Gauss-egészek részgytirtije szerint osz-
talyozunk, akkor kompatibilis lesz az osztalyozés. Négy osztalyt ka-
punk, az egyikben lesznek azok az a + bi Gauss-egészek, amelyekben
a is és b is paros; egy masikban azok, amelyekben a péaros, b parat-
lan; egy harmadikban azok, amelyekben a pératlan, b paros; a negye-
dikben pedig azok, amelyekben a is és b is paratlan. Az, hogy egy
(a+bi)(c+di) = (ac —bd) + (ad + bc)i szorzat melyik osztélyban lesz,
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8.1. dbra. A fekete pontok a részgytri elemei, az azonos mellékosztalyokhoz tar-
tozd pontokat ugyanolyan szinnel szineztiik. A szorzasra nézve nem kompatibilis az
osztalyozas.
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8.2. dbra. A fekete pontok a részgytri elemei, az azonos mellékosztalyokhoz tar-
tozd pontokat ugyanolyan szinnel szineztiik. A szorzasra nézve nem kompatibilis az
osztalyozas.
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csak attol fiigg, hogy a, b, ¢ és d paritédsa milyen (melyik osztalyban
van a + bi, illetve ¢ + di) (8.3. abra).

3. Lattuk, hogy a Gauss-egészek gytrtjében az 1 + ¢ elem &ltal generalt
részgytrd az olyan a+ bi alaka szamok, amelyekre a + b paros (108. ol-
dal). Két osztalyt kapunk: azt, amelyekben az egytitthatok dsszege pa-
ros (ez a részgytri), illetve azt, amelyben paratlan (8.4. abra).

Ez a részgytiri kompatibilis osztalyozast ad a szorzésra nézve is, mert
ha ¢ + di-ben c+d paros, akkor a generalt részgytrin beliil lesz minden
szorzat, ha pedig paratlan, akkor ac+bd+bc+ad = (a+b)(c+d) is paros.
Vagyis akar a részgytirtin beliil, akar a részgytrtn kiviil van az elem,
amivel szorzunk, a részgy(riin beliil lesz a szorzat. Két részgytirtin kiviil
es6 elemre pedig az egyiitthatok 6sszege paratlan, igy azok szorzataban
is paratlan lesz az egyiitthatok Osszege.

4. Az a + by/2 alaki szamok (a, b egész) gytirtjében a 2k + 5n+/2 alaki
elemek részgytrtt alkotnak. Eszerint a részgytrd — mint az Osszeadési
csoport normalosztoja — szerint osztalyozva az a + byv/2 elemeket, tiz
osztalyt kapunk annak megfelel6en, hogy a paros-e vagy paratlan, il-
letve hogy b milyen maradékot ad 5-tel osztva. Ez az osztalyozis nem
lesz kompatibilis, mert példaul a v/2 és a 2 + /2 egy osztalyban van,
de a /2-szeresiik (a 2 és a 2 + 2v/2) két kiilonboz6 osztalyban van (a
V2 egyiitthatoja a 2 esetében 0, a 2 + 2v/2 esetében 2 maradékot ad
5-tel osztva).

Ha viszont a 2k + ny/2 alakt szamok részgytirtje szerint osztéalyo-
zunk, akkor kompatibilis lesz az osztalyozés. Két osztalyt kapunk,
az egyikben lesznek azok az a + bv/2 elemek, amelyekben az a pé-
ros, a masikban azok, amelyekben az a paratlan. Az, hogy két elem
(a +bv2)(c+ dv?2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)v/2 szorzata melyik osz-
talyban lesz, csak attol fiigg, hogy az illet§ két elem mely osztalyokbol
valo (vagyis a, illetve ¢ paritasatol).

Lathato, hogy ha egy (R, +, -) gytriit egy részgytrtje — mint az dsszeada-
si csoport normalosztdja — szerint osztalyozunk, akkor nem minden esetben
lesz az osztalyozas a szorzasra nézve is kompatibilis, csak specialis részgyi-
riik esetén. Ahhoz, hogy az osztalyozas kompatibilis legyen, az kell, hogy
akarhogy valasztunk is ki két azonos osztalybeli elemet, egy tetszéleges har-
madik elemmel megszorozva &ket, a szorzatoknak ugyanabban az osztalyban
kell lenniiik.

Tegyiik fel, hogy az Ry részgy(ri szerinti osztalyozas az R-nek egy kom-
patibilis osztalyozasat adja (a szorzas szerint is).

Ha az osztélyozas kompatibilis, akkor tetszéleges r € R elemre 0 € Ry és
r-0=0-r=0¢€ Ry miatt r -7 € Ry (r; € R1). (Ez nagyon erés, de csak
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8.3. abra. A fekete pontok a részgytri elemei, az azonos mellékosztalyokhoz tar-
toz6 pontokat ugyanolyan szinnel szineztiik. A szorzasra nézve is kompatibilis az
osztalyozas.

8.4. abra. A kék pontok a Gauss-egészeket, a piros keresztek a részgytri elemeit
jelolik — ez az osztalyozas a szorzasra nézve is kompatibilis
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sziikséges feltétel! Azaz ha egy R; szerinti osztélyozas kompatibilis, akkor
tetszleges r € R esetén rx Ry C R;.)

Mint késébb latni fogjuk, ez a feltétel elégséges is ahhoz, hogy az oszta-
lyozas kompatibilis legyen.

Ahogyan a részcsoportok kozott a normaélosztot, dgy a gytriknél is az
ilyen — nagyon erés feltételnek — eleget tevd részgytirtiket neviikben is meg-
kiilonboztetjlik a kozonséges részgytirtiktol:

8.6. Definicio. Az (R,+,-) gytird egy I részgytrijét idedlnak nevezzik, ha
tetszGleges r € R esetén rl C I és Ir C 1.

Példaul:

1. Az egész szamok (Z, +, ) gytrtjének minden részgytirtje ideal.

2. Az egész szamok egy tetszdleges részgytirijének is minden részgytrije
ideal.

3. Maga a teljes gylrd mint trivialis részgytird minden gytrtiben — igy
egy null-gytriiben is — ideal.

4. Tetszbleges m modulus esetén a (Zy,, + mod ms* mod m) Maradékosztaly-}
gylrd minden részgytrije ideal.

5. A Gauss-egészek gytirtijében — mint mar lattuk — példaul az egész sza-
mok részgytrtje, vagy az a + 2bi alakt elemek részgytirtije nem ideal,
mig a 2k + 2n¢ alaki elemek részgytirtje ideal.

6. Az a + by/?2 alakt szamok (a, b egész) gyfirtijében — mint mar lattuk
— példaul a 2k + 5nv/2 alaka elemek részgytrtje nem ideal, mig a
2k + n/2 alaki elemek részgytrtje ideal.

7. Egy tetszbleges test feletti polinomok gytirtijében példaul a konstans
polinomok olyan részgytirtit alkotnak, amely nem ideal. Ideal viszont
példaul az egész egylitthatos polinomok gytirtijében azoknak a polino-
moknak a részgytrtje, amelyeknek minden egyiitthatdja péros szam,
vagy egy tetszbleges test (vagy gytird) feletti polinomgytriiben azok-
nak a polinomoknak a részgytirtije, amelyekben a konstans tag 0.

8. Egy tetszbleges test (vagy gytirt) feletti 2 x 2-es matrixok gytirtjében

b) alakt mat-

sem az a 0 alakt matrixok részgytriije, sem az @

rixok részgyirije nem ideal, mert az els6 esetben egy (g 8) alaki
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matrixot jobbrol megszorozva az métrixszal (a gytri egy ele-

1
0
a

ével
mével) az < 0
maétrixok részgytrtjének. Hasonlé a helyzet a masodik esetben is, ha

egy (g g) alaktt matrixot megszorzunk balrél példaul az <1 0)

3) matrixot kapjuk, amely nem eleme az (g 8 alaki

10

matrixszal, ekkor ugyanis az (Z Z) matrixot kapjuk, ami nem eleme

az (g 8) alakl métrixok részgytirtijének. Belathatd, hogy egy tet-

sz6leges test feletti n X n-es (n > 2) matrixgytriinek soha nincs valodi
idealja (csak maga a teljes gytrd vagy a gytird 0 elemét tartalmazo
null-gyri)

9. Hasonl6 a helyzet egy T test feletti vektorteret nmagéra vivg lineé-
ris transzforméciok gytrtjében is: egyetlen valodi részcsoport sem lesz
ideal.

10. A (Z,o0, %) gytird (ahol aob=a+b—1¢és a*xb=a+ b— ab) minden
részgytrtje ideal.

11. Egy tetszéleges zérogytirii minden részgytrtje ideal.

8.4. Tétel. Egy tetszdleges gytirii akarhany idealjanak metszete is, dsszege
is ideal.

Bizonyitas. Az, hogy idealok metszete részgytird, kévetkezik abbol, hogy
az ideélok részgytirtk, és részgytiriik metszete is részgytrid (8.3. Tétel). Ha
I és I ideal, akkor a gytrd tetszdleges r elemére r1; C I és rly C Is, igy
r(I; N I9) részhalmaza lesz I1-nek is és Is-nek is, vagyis Iy N Is-nek is. Az,
hogy (I; N I2)r is részhalmaza I; N Ix-nek, ugyanigy gondolhaté meg.

Az, hogy ideédlok Osszege az Osszeadasra nézve csoport lesz, a normal-
osztok komplexusszorzatara vonatkozo 5.3. Tétel kvetkezménye (az idealok
ugyanis az (R, +) csoportban normalosztok, a csoportmiivelet az osszeadas,
igy komplexusszorzatuk most az Osszegiiket jelenti).

Az, hogy az ideédlok Osszege a szorzasra is zart (igy részgytrt) abbol
kovetkezik, hogy a gy(ri egy tetszsleges r elemével megszorozva I1 + Is egy
r1 + ro alaka elemét, ahol ry € Iy, ro € Io, 7(r1 + r2) = rr1 + rro is eleme
lesz Iy + Is-nek, hiszen Iy és I idedl, igy rri € I és rro € I5. Ugyanigy
gondolhaté meg, hogy (I; + I2)r is részhalmaza I; 4+ Is-nek. Ezek szerint
részgytri (hiszen ha r eleme Iy 4+ I5-nek, akkor a fentiek éppen a szorzésra
valo zartsagot jelentik), st ideal.
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(Ketténél tobb ideal metszete, illetve Osszege esetén ugyanigy bizonyit-
hato az allitas.) O

o e

8.5. Tétel. Egy (R,+,) gytird kompatibilis osztalyozasai éppen a valame-
lyik ideélja szerinti osztédlyozasok.

Bizonyitas. Az, hogy egy ideal szerinti osztalyozas kompatibilis az Ossze-
adéasra nézve, kovetkezik abbol, hogy az (R, +) csoport kompatibilis oszta-
lyozasai éppen a valamelyik normélosztdja szerintiek (6.2. Tétel). Legyenek
az I ideal szerinti mellékosztalyok: I, a + I, b+ I, ... Azt kell megmutat-
nunk, hogy példaul a + I két tetszdSleges aj, ag elemére és b + I két tet-
sz6leges, by, ba elemére teljesiil, hogy a1b; ugyanabban az osztalyban van,
mint agshe. Legyen a1 = a + i1, as = a + 19, by = b+ j1, bo = b + ja, ahol
i1,19,j1,7J2 € I. Ekkor a1by = (a + 21)(b + ]1) = ab + aj; + 11b + 4171 és
CL2b2 = (a + Z2)(b + j2) =ab+ CLjQ + izb + igjz.

Mivel I ideal, az aji, i1b, 1171, ajo, t2b, i2j2 elemek mindegyike eleme I-
nek (hiszen mindegyik szorzatban valamelyik tényez6 I-beli elem), igy a1b;
i8S és agby is eleme ab + I-nek.

Az, hogy csak a valamely ideal szerinti osztélyozasok kompatibilisek, egy-
részt annak a kovetkezménye, hogy (R, +) kompatibilis osztalyozasat csak
valamelyik normalosztéja szerint kaphatjuk. Masrészt, ha ez a norméalosztd
I, akkor az I, a+1,b+ 1, ... osztdlyozas — mint mér az ideal definicidjat
megel6z§ példakon lattuk — csak dgy lehet kompatibilis a szorzasra nézve
is, ha I egy tetszéleges elemét a gyiir egy r elemével szorozva ugyanab-
ban az osztalyban (I-ben) lesz az eredmény, mint amikor r-et a 0 (€ I)-val
szorozzuk, vagyis csak ha I ideal. [J

Konnyen meggondolhatd, hogy egy gytrd kompatibilis osztélyozasa ese-
tén a maradékosztalyok maguk is gyfiriit alkotnak a maradékosztalyok Gssze-
adaséra, illetve szorzasara nézve. Az igy kapott gytrtit az eredeti gytird — az
osztalyozast 1étrehozo idedlja szerinti — faktorgydrijének nevezzik.

A csoportoknél latottakhoz hasonldoan lathato be a gytrtikre vonatkozo
homomorfizmustétel:

8.6. Tétel. Egy gyiirti homomorf képe mindig izomorf a gytri egy faktor-
gytrijével.

Féidealgytirik

8.7. Definicio. Az (R, +,-) gytird egy H C R részhalmazat tartalmazo leg-
szlikebb ideéljat a H halmaz dltal generdlt idedlnak, az egy elem &ltal generélt
idealt fdidedlnak nevezzik.
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Ideélokra irt példaink koziil:

1. (Z,+,-) minden idealja féideal, a k szam Osszes t6bbszorosébsl allo
idedlt generédlja a k szam. A teljes gytrtit az 1 generalja.

2. Az egész szamok tetszGleges részgytirtjének is minden ideélja féideal.

3. Egy null-gytriinek egyetlen ideélja van, sajat maga, amit general a 0
elem, igy ez az ideél fGideal.

4. (Zmy~+ mod m»* mod m) minden idealja fgideal.

5. A Gauss-egészek korében a 2k + 2ni alakt elemekbdl 4116 idedlt a 24
generalja, igy f6ideal. Bizonyithatd, hogy a Gauss egészek gytriijének
minden idealja fGideal.

6. Az a+byv/2 alakt szamok (a, b egész) gytirtjében is bizonyithato, hogy
minden ideal f6ideal. Példaul a 2k + nv/2 alaku elemekbdl allo idealt a
V2 generélja.

7. Egy test feletti polinomgytirtiben minden ideél fGideal. Példaul azoknak
a polinomoknak az idealjat, amelyekben a konstans tag 0, az f(z) =z
polinom generalja.

Megjegyzés. Egy elem éltal generalt részgytirti nem feltétleniil esik egybe
az elem altal generalt ideallal. A Gauss-egészek gytiriijében példaul a 2i altal
generalt részgylrd a 4a + 2b: alakt, mig a 2¢ altal generalt ideél a 2k 4 2ni
alaku elemekbdl all.

Gondoljuk ezt végig! 2i dsszeadas szerinti tobbszorosei (az altala generalt
additiv csoport) a 2bi alaka szamok. 2¢ dnmagaval vett szorzata —4 — ez is
eleme a generélt részgytriinek. A —4 4ltal generalt additiv részcsoport a 4a
alaki elemek. Ilyenek és az el6z§ tipustiak Osszegeként éllnak el6 a 4a + 2bi
alakiak. FEzek pedig mar gytrtit alkotnak, hiszen az Osszeadasra nyilvin
zéartak, a szorzasra pedig: (4a;+2b17)(4dag+2bai) = 4(4ajag—b1by)+2(4a1be+
4asgby )i, vagyis zart.

Nem alkotnak azonban idealt, hiszen egy 4a 4+ 2bi alaka szédmot i-vel
szorozva —2b + 4ai alakt szamot kapunk — ez nincs benne a részgytriiben.
Ahhoz, hogy idealt kapjunk, tovabbi elemeket kell hozzavenniink a részgyi-
riithoz.

2i¢-1 = —2 miatt bele kell venniink a 2a alakt szamokat. Emiatt a 2a+2bi
alaktak is benne lesznek. Azt tudjuk, hogy ez részgytri, és — ahogyan azt
méar korabban lattuk — ideal is (113. oldal).
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8.8. Definicié. Ha egy (R, +,-) gytrtnek minden idealja fgideal, akkor R-
et fdidedl-gydrinek nevezzik.

A fsidealgytiriik jelent&ségét az adja, hogy azokban az integritastarto-
manyokban, amelyek egyben f6idealgytirtk is, az egész szamokéhoz hasonld
szamelmélet alakithato ki.

Tetsz6leges kommutativ gytiriben az egészekéhez hasonldéan definidlhat-
juk az oszthatosag fogalmét (a | b, ha e € R, amelyre ac = (ca =)b); az
egységeket (¢ egység, ha VYa € R-re € | a); kitlintetett kozos osztot (a és b
kitiintetett kozos osztoja d, ha d | a és d | b, és ha ¢ | a és ¢ | b, akkor ¢ | d);
felbonthatatlan (¢ /& e felbonthatatlan, ha ¢ = ab-bdl kévetkezik, hogy a
vagy b egység), illetve primelemet (p # 0, € prim, ha p | ab-b&l kévetkezik,
hogy p | a vagy p | b).

Koénnyen meggondolhato, hogy egy kommutativ gytritiben akkor és csak
akkor léteznek egységek, ha egységelemes.

Az is belathato, hogy két elem kitiintetett kozos osztoja egységfaktor ere-
jéig egyértelmiien van meghatarozva, ha egyaltalan létezik. Azt, hogy béar-
melyik két elemnek létezik kitiintetett kozOs osztdja, az egész szamok és a
test feletti polinomok gytrtijének esetében az euklideszi algoritmus segitsé-
gével bizonyitottuk, euklideszi algoritmus azonban nem minden gytrtiben
van, csak azokban, amelyekben az abszolutérték-fiiggvény helyett definial-
hat6 egy megfelels, in. normafiiggvény, amellyel az abszolutértéket helyette-
sitve, a maradékos osztas tétele teljesiil. (A polinomok esetében ez a norma
a polinom fokszama volt.)

8.9. Definicié. Az (FE,+, ) integritasi tartoméanyt euklideszi gyidrinek ne-
vezziik, ha nullatdl kiilonb6zs elemein értelmezhets egy olyan f fiiggvény
(euklideszi norma), amelyre

—haa€ FE ésa # 0, akkor f(a) nemnegativ egész,
— haa,be E és ab # 0, akkor ha a | b, akkor f(a) < f(b); valamint

— haa,be Eésb# 0,akkor dq,r € E, amelyekre a = bg+7, ahol r =0
vagy f(r) < f(b).

Példaink koziil az egész szamok, illetve a test feletti polinomok gytirdjén
kiviil példaul a Gauss-egészek is, és az a + by/2 alakt szamok (a, b egész)
gytirdje is euklideszi gytird. Belathato, hogy az els§ esetben az f(a + bi) =
la + bi]? = a® + b?, a mésik esetben pedig az f (a + b\/i) = a® — 2b? norma
kielégiti a fenti kovetelményeket.
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Nem euklideszi gytri viszont példaul az egész egyilitthatds polinomok
gytirije, vagy az a + byv/—5 (a, b egész) alakt komplex szamok gytirtije.

Az egész szamoknal latottakhoz hasonléan minden euklideszi gytiriiben
egybeesnek a felbonthatatlanok és a primek, tovabba minden euklideszi gyii-
riiben teljesiil a szamelmélet alaptételének megfelels egyértelmi primfaktori-
zacios tétel, azaz egy euklideszi gylrd minden 0-t6l és egységektdl kiilonbozd
eleme sorrendtél és egységtényezSktsl eltekintve egyértelmiien elGallithatd
véges sok felbonthatatlan tényezd szorzataként.

Igaz tovabbé, hogy minden euklideszi gytir{ fGidealgytir.

A szémelmélet alaptételének megfelelGje azonban nem csak euklideszi
gytrtkben teljesiilhet. Belathato, hogy ha egy integritastartomény f&ideal-
gylri, akkor barmely két elemnek van kitlintetett kozos osztoja, amely elGall
(a,b) = ax + by alakban, és érvényes az egyértelmi primfaktorizacio.

Azokat az integritastartomanyokat, melyekben érvényes a szamelmélet
alaptételének megfelelGje, Gauss-féle gyiriknek nevezik. A fentiek szerint
minden olyan integritastartoméany, amely f6idealgytird, Gauss-féle (igy min-
den euklideszi gytiri is), de nem minden Gauss-féle gytird f6idealgyrd. Fenti
példaink koziil az egész egyiitthatos polinomok gytirtije Gauss-féle, de nem
fsidealgytirt; az a+bv/—5 (a, b egész szamok) alakt komplex szamok gytirije
nem Gauss-féle gytrt.

Feladatok

1. Melyek alkotnak gytirtit az alabbiak koziil?

(a) (N,+,-)

(b) (Z,+,")

(e) (Q,+,)

(d) (R,+,-)

(e) {a+bV3,a,bcZ},+,-)

) {a+bV3,a,b€Z},+,-)

(g) {a+bv4,a,beZ},+,-)

(h) ({a+b¥3 4 c¥/9,a,b € Z}, +,-)
(1) ({Z10}; + mod 105* mod 10)

() ({Z11},+ mod 11, mod 11)

w ({5 L) woezhs)
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(1) A legfeljebb 10-edfoku egész egyiitthatos polinomok az Gsszeadés-
ra és a szorzasra.

(m) Az egész egylitthatos polinomok az Osszeadasra és a szorzasra.
(n) A véges tizedestortek az Osszeadasra és a szorzasra.
(0) A 2 X 2-es egész egyiitthatos matrixok a méatrixdsszeadasra és a

matrixszorzasra.

2. Hatarozza meg, hogy az el6z6 példaban adott gytrik koziil melyek
egységelemesek!

3. Hatarozza meg a fenti gytirtikben a nullosztokat!

4. Egy H halmaz részhalmazainak halmaza P.

(a) Gytirti-e P az uni6 és a metszet miiveletekkel?

(b) Gyftirti-e P a szimmetrikus differencia és a metszet miveletekkel?

Melyik gytirtt kapjuk, ha H tireshalmaz?

5. Ertelmezziik az egész szamok halmazan a o és * miiveleteket a kovet-
kezSképpen: aob=a+b+1,axb=ab+a+0b.

Igazolja, hogy (Z, o, *) gytri!
Igazolja, hogy (Z,o,x*) izomorf az egész szamok Osszeadassal és szor-
zéssal alkotott gytirdjével!
. , , ) a b s
6. Igazolja, hogy az egész szdmokbol alkotott o b alaki matrixok a
matrixdsszeadasra és métrixszorzasra nézve gytirtit alkotnak!
(a) Létezik-e nulloszté a gytriiben?

(b) Létezik-e a szorzasnak egységeleme?

(c) Létezik-e a szorzés szerinti egyik oldali egységelem? Mennyi?

7. Igazolja, hogy ha egy (legalabb kételemii) gytirtiben van két jobb oldali
egységelem, akkor nem létezhet bal oldali egységelem!

8. Legyen G = { [ﬂ | a,b,e N, b # 0} a sfk természetes szamok feletti

vektorainak részhalmaza. Tekintsiink két vektort, [Zl] -et és [22} -t
1 2
egyenlének, ha a; 4+ by = ao + b;.

Az 6sszeadast a kovetkezSképpen értelmezziik:

aq o as _ aj + az
b1 bo b1 + ba
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8. Gytirtk

10.

Igazolja, hogy (G, @) csoport!

Definialjuk a szorzast a kovetkezSképpen:

ar| o |az| _ a1by + azbs
b1 bo aibs + asghy |-

Igazolja, hogy (G, ®,®) gytr!

. Igazolja, hogy (Q,+, ) gytrd, (Z,+,-) ennek részgytirtje, de nem ide-

alja! (Fogalmazza meg azt a tulajdonsagot, amely nem teljesiil!)

Igazolja, hogy (R, +,-) gytrd, (Q,+, -) ennek részgytirtje, de nem ide-
alja! (Fogalmazza meg azt a tulajdonsagot, amely nem teljesiil!)



9. fejezet

Félgytlird beagyazasa
integritastartomanyba
(Az egész szamok felépitése)

Az egész szamokat szemléletesen tigy kaphatjuk meg a természetes szamokbol
(amint azt az 1. kotet bevezetdjében is leirtuk néhany mondatban), hogy ki-
egészitjik Gket a szamok ,ellentettjével”, vagyis tetszGleges természetes szam-
hoz elképzeljiik (és persze el is készitjiik) azt a szamot, amelyet hozzidadva
0-t kapunk.

Az, hogy ez algebrailag korrekt, vagyis hogy a legsziikebb olyan kétmii-
veletes struktirat kapjuk, amely tartalmazza a természetes szamokat, és in-
vertalhato az Osszeadas (gytri), csak hosszas algebrai levezetés aran tudjuk
megmutatni.

Ebben a fejezetben ennek az egyszertien atlathatéd strukturabgévitésnek a
részleteit irjuk le. Az lebeg mindvégig a szemiink el6tt, hogy két természe-
tes szam kiilonbsége nem mindig természetes szam. Mindekoézben azt sem
felejtjiik el, hogy egy kiilonbséget végtelen sokféleképpen el lehet allitani,
példaul 5 és 2 kiilonbsége ugyanannyi, mint 6 és 3, 7 és 4 stb. kiilonbsége,
igy a 8 és 15, 9 és 16, 10 és 17 kiilonbségekrdl is azt fogjuk feltételezni, hogy
megegyeznek.

Nemcsak a természetes szamokbol készithetjiik el az egész szamokat, ha-
nem barmely félgytiriibdl kiindulva az absztakt algebra moddszereit precizen
hasznélva készithetiink olyan legsziikebb gytir(t, amely tartalmazza az ere-
deti félgytrtit. Ebben a fejezetben ezt az eljarast mutatjuk be; a természetes
szamok félgytrdjébdl kiindulva ,elkészitjik” az egész szdmokat.
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9.1. Definici6. Az (F,+,-) struktara félgydrd, ha (F,+) kommutativ fél-
csoport, (F,-) félcsoport, és a miivelet (mindkét oldalrol) disztributiv a +
miveletre nézve. Ha a szorzas is kommutativ, akkor kommutativ félgytirirsl
beszéliink.

Jo példa kommutativ félgytiriire a természetes szamok (vagy a pozitiv
egészek) halmaza a szokéasos Osszeadasra és szorzasra nézve. A kovetkezok-
ben megmutatjuk, hogy a természetes szamok halmazabdél kiindulva miként
konstrualhatdé meg a legsziikebb olyan integritastartoméany, amely a termé-
szetes szamok félgyiirdjével izomorf félgytirit tartalmaz, azaz hogyan konst-
rualhatd meg az egész szamok gytiriije.

Elgszor is tekintsiik a természetes szamokbol allo szamparok N x N hal-
mazat. Ezen a halmazon a kévetkezSképp definidlhatjuk az Osszeadést és a
szorzast:

(a,0) + (¢ d) = (a+ c,b + d)
(a,b) - (¢,d) := (ac+ bd, bc + ad)

Konnyen ellenérizhets, hogy a szamparok halmaza erre a két miveletre
nézve maga is kommutativ félgytrit alkot, azaz

— az Osszeadas kommutativ és asszociativ;
(a,b) + (¢,d) = (a+¢c,b+d) = (¢c+a,d+b) = (¢c,d) + (a,b)
és
(a,b) + ((c,d) + (e, f)) = (a+c+eb+d+ f) =
= ((a,0) + (¢;d)) + (e, f)
— a szorzas kommutativ és asszociativ;
(a,b)(c,d) = (ac+ bd, bc + ad) = (ca + db, da + ¢b) = (¢, d)(a,b)
és
(a,b)((c,d)(e, f)) = (ace + adf + bde + bef, bee + bdf + ade + acf) =
= ((a,b)(c,d)) (e, f)

(Felhasznaltuk, hogy a természetes szamok Osszeadésa is és szorzasa is
kommutativ és asszociativ.)

— a szorzés disztibutiv az O0sszeadéasra nézve.

(a,b) - ((c,d) + (e, f)) = (ac+ ae + bd + bf,bc + be + ad + af) =
= ((a,b) - (¢, d)) + ((a,b) - (e, f))
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(Mivel a természetes szamok szorzasa kommutativ, elég csak az egyik ol-
dalrol vizsgalni a disztributivitast. Nem kommutativ félgytiriik esetén hason-
l6an igazolhat6, hogy a szorzas a mésik oldalrél is disztributiv az 6sszeadésra
nézve.)

A tovabbiakban tekintsiik ekvivalensnek az (a1,b1) és az (ag,by) szam-
parokat, ha a; + by = ag + b1. Ez éppen azt jelenti, hogy az egy osztélyba
sorolt rendezett parok mindegyikében az els6 tag ugyanannyival nagyobb
(vagy kisebb) a mésodiknal.

Koénnyen belathato, hogy a szdmparok halmazén az igy definialt reléci
valoban ekvivalenciarelacio, vagyis

— reflexiv, azaz (a,b) ~ (a,b) (mert a +b=a+b);

— szimmetrikus, azaz ha (a,b) ~ (c,d), akkor (¢,d) ~ (a,b) (mert ha
a+d=">b+c, akkor ¢+ b=d+ a);

— tranzitiv, azaz ha (a,b) ~ (¢, d) és (¢,d) ~ (e, f), akkor (a,b) ~ (e, f)
(mert haa+d=>b+césc+ f=d+ e, akkor

at+d+c+f=bt+ct+d+e,

amibdl méar kovetkezik, hogy a + f = b + e. Felhasznaltuk, hogy a
természetes szamok korében n+k = m+k-bdl kovetkezik, hogy n = m).

Ha most egy osztalyba soroljuk az egymassal ekvivalens elemeket, meg-
kapjuk N x N egy osztalyozéasat:

(0,0) (1,0) (0,1) (2,0) | ... (a,0)

(1,1) (2,1) (1,2) (3,1) oo | (a+1,041)
2,2) | (3,2) (2,3) 42) | ... | (a+2,0+2)
(n,.n) (n +.1,n) (n,n.Jr )| (n +.2,n) (a+n;b+n)

Ezt az osztélyozast szemlélteti az alabbi 4dbra, amelyen az (a,b) szam-
parnak megfeleltettiik az (a,b) koordinatajua racspontot. Az abrarol leolvas-
hato, hogy éppen azok az elemek lesznek egy osztalyban, amelyek egy — az
y = x egyenessel parhuzamos — egyenesen helyezkednek el. Az osztalyokat
szemléltets egyeneseknek az x tengellyel valdé metszéspontja mutatja, hogy
a késébbiekben melyik osztalynak melyik egész szdm fog megfelelni.
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9.1. 4bra.

Ez az osztalyozas kompatibilis lesz a fent definialt két miveletre, vagyis
ha (a1,b1) egy osztélyban van (ag, by)-vel (azaz a; + by = az + b1) és (c1,dy)
egy osztalyban van (cg, ds2)-vel (azaz c1+ds = ca+dy), akkor (aq,b1)+(c1,dy)
egy osztalyban lesz (ag, be) + (c2,d2)-vel, és (a1,b1) - (c1,d1) egy osztalyban
lesz (ag, b2) - (c2,da)-vel.

Ezt a kovetkezSképpen lathatjuk be:

(a1,01) + (c1,d1) = (a1 +¢1,b1 + dy)
(az,b2) + (c2,d2) = (a2 + c2,b2 + da)

Mivel a1+by = ag+b1 és c1+do = co+dy, a1+c1+bay+ds = as+co+bi+dyp, ami
éppen azt jelenti, hogy (a1 +c1, b1 +d1) egy osztalyban van (ag + ca, ba + d2)-
vel.

A szorzéasra:

(a1,b1) - (c1,d1) = (a1c1 + bidy, bicy + ardy)
(a2,b2) - (c2,d2) = (azca + bada, bacy + asdy)

Ha ay + by = as + by és ¢y + do = co + dq, akkor
(a1 4 bo)er = (ag + b1)er, azaz aycq + bacy = ager + biey;
(a1 + b2)dy = (a2 + b1)dy, azaz asd; + bidy = aydy + bady;
ba(c1 + d2) = ba(ca + dy), azaz bacy + bady = bacy + bada;

GQ(Cl + dQ) = GQ(CQ + dl) azaz a9y + asdo = agcy + asd;.
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Osszeadva a négy egyenléséget és rendezve a tagokat:

aicy + bidy + bacg + agdy + (bacy + axdy + bady + azey) =
= ascy + bads 4+ bicy + a1dy + (bgcl + aody + body + agcl),

amibdl mar kévetkezik, hogy
a1c1 + bidy + baco + asds = ascy + bado + bicy + ardy,

vagyis hogy (a1c1+b1dy, bici +aidy) és (azco+bada, baca+aads) ugyanabban
az osztalyban vannak.

(Most is kihasznaltuk, hogy a természetes szamok korében n+k = m-+k-
bél kovetkezik, hogy n = m.)

Mivel az osztalyozas kompatibilis, ezért jogunk van az osztalyok kozotti
miveleteket a kovetkez&képpen értelmezni:

(a,b) & (¢, d) := (a,b) + (c,d) és  (a,b) ® (¢,d) := (a,b) - (c,d).

Belathato, hogy ezekre a miiveletekre nézve az osztalyok gytirtt, s6t egység-
elemes integritastartomanyt alkotnak.

Az, hogy az osztalyok Osszeadésa és szorzasa kommutativ és asszocia-
tiv, tovabba a szorzés disztributiv az Osszeadasra nézve, kdvetkezik abbél,
hogy az osztalyokon végzett miivelet eredménye fiiggetlen attol, hogy mely
elemeikkel reprezentaljuk az osztalyokat, és a természetes szamokbol allo
szamparok félgytrijében teljesiiltek ezek a tulajdonsagok.

Azt kell még megmutatnunk, hogy az 6sszeadas invertalhato, van a szor-
zésnak egységeleme, és hogy a kapott gy(ri zérusosztémentes.

Konnyen ellendrizhetd, hogy az 6sszeadas neutralis eleme a (0, 0) osztaly,

az (a,b) osztaly additiv inverze pedig a (b, a) osztaly (hiszen (a,b) + (b,a) =
(a+b,a+b) € (0,0)).

A szorzas egységeleme az (1,0) osztaly (hiszen (a,b)(1,0) = (a,b)).

A zérusosztomentességhez arra van sziikségiink, hogy ha sem (a,b), sem
(¢,d) nem eleme a (0,0) osztalynak, akkor (a,b)(c,d) = (ac+ bd, bc + ad) se
lehessen eleme a (0,0) osztalynak, vagyis ac 4+ bd = bc + ad csak ugy legyen
lehetséges, ha a = b vagy ¢ = d. Az, hogy ez a természetes szamok korében
teljesiil, a kévetkez6képp lathato be:

Tegyiik fel, hogy a # b, mondjuk a > b, igy Ip € Nt amelyre a = b+p.
Ekkor (b + p)c + bd = be + (b + p)d. Ebbsl mar kovetkezik, hogy pc = pd,
azaz ¢ = d. Tehat a kapott gytird zérusosztémentes.

Most megmutatjuk, hogy a kapott gytiri tartalmaz a természetes szamo-
kéval izomorf részfélgytiriit.



126 9. Félgytirt beagyazasa integritastartoméanyba

Tekintstik az (n,0) alaka szamparok altal reprezentélhato osztélyokat.
A ¢: (n,0) — n leképezés izomorf modon képezi le ezeket az osztalyokat a
természetes szamok részgytrtjére, ugyanis ¢ nyilvanvaléan bijektiv, tovabba
go((a,O)) =a, go((b, 0)) =b.

¢((a,0)a (b, 0)) = ¢((a+b,0)) = a+bés p((a,0)®(b,0)) = ((ab,0)) = ab.

Vagyis a gytird tartalmaz a természetes szamokéval izomorf részfélgytir(t.
Ez azt is jelenti, hogy ha a gytrtiben kicseréljiik az (n,0) alaka elemeket a
nekik megfelels természetes szamokra, akkor a gytriibeli miiveletek értelme-
zését modosithatjuk tgy, hogy természetes szamok kozott a naluk szokasos
moédon végezziik el az Osszeadast és a szorzést, minden més esetben pedig
tgy, ahogy eddig tettiik a gytrtben. (Vagyis példaul (a,b) ®n = (a + n,b).)
Ekkor a gytirii mar magét a természetes szamok félgytrtjét fogja tartalmaz-
ni.

Erdemes észrevenni, hogy a gytiri minden eleme el6all egy természe-
tes szam, és egy természetes szam additiv inverzének osszegeként: (a,b) =

(a,0)® (0,b) = a @ (0,b), ahol (0,b) a b természetes szam additiv inverze.

Ha most (0,b) helyett —b-t, & helyett +-t és @ helyett -t irunk, ak-
kor felhasznalva, hogy (a,b) = a + (=b), az egész szamok (Z, +, -) gytrtjét
kapjuk.

FEzekutan az egész szamok halmazén a kovetkezSképpen értelmezhetjiik
a kivonas nevii miiveletet: a — b := a + (—b).

Gondoljuk meg, hogy a fentiek soran mennyiben hasznaltuk ki a termé-
szetes szamok specidlis tulajdonsagait, vagyis hogy milyen mas félgytiriikre
alkalmazhato a fenti eljaras.

Tetszoleges félgytiri esetén elkészithetjiik a félgytirt elemeibdl 4ll6 elem-
parokat, és a fentiekhez hasonldéan definidlhatjuk az elempéarok 6sszegét, illet-
ve szorzatat. (Az elemparok szorzésa csak kommutativ félgytird esetén lesz
kommutativ.)

Akkor, amikor osztélyokba soroltuk az elemparokat, kihasznaltuk, hogy
az (a,b) ~ (¢,d) & a+ d = b+ crelacio a természetes szamparok halmazan
ekvivalenciarelacio, vagyis reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv. A tranzitivitas
bizonyitédsdhoz sziikségiink volt a természetes szdmoknak arra a tulajdonsa-
gara, hogy n+ k = m+ k-bol kovetkezik, hogy n = m. Az olyan félgytrtket,
amelyekben teljesiil, hogy n + k = m + k-bol kévetkezik n = m, reguldris
Jélgytirdknek nevezik. (Azt, hogy a természetes szamok félgytirtje regularis,
kihasznéltuk akkor is, amikor megmutattuk, hogy az osztalyozas kompatibi-
lis.)
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Tetszbleges regularis félgytirt a fentiekkel teljesen analég moédon agyaz-
haté be gytiriibe. Ahhoz, hogy a kapott gytritd kommutativ legyen, az kell,
hogy a félgytirtiben is kommutativ legyen a szorzés.

Ahhoz, hogy a kapott gytri zérusosztomentes legyen, az kell, hogy a
felgytiri tetsz6leges a, b, ¢, d elemeire a-c+b-d = b-c+a-d csak gy legyen
lehetséges, ha a = b vagy ¢ = d.

Ahhoz, hogy a kapott gyird egységelemes legyen, elégséges, ha a fél-
gytriiben van egységelem, de nem sziikséges (ha példaul a 10-nél nagyobb
pozitiv egészek — egységelem nélkiili — félgytrdjéhez konstrudltunk volna 6t
tartalmazé gytrit a fenti moédon, ugyancsak az egész szamok egységelemes
gytirijét kaptuk volna).

Feladatok

1. Irja fel, hogy a fejezetben olvasott felépitésben milyen elemekkel ek-
vivalensek: (3,5), (5,3), (2,10)! Melyik egész szamoknak feleltethetsk
meg?

2. Irja fel, hogy a fejezetben olvasott felépitésben milyen elemekkel ek-
vivalens a (3,7) + (7,3) Osszeg. Ez az osztaly melyik egész szamnak
feleltethetd meg?

3. Irja fel, hogy a fejezetben olvasott felépitésben milyen elemekkel ek-
vivalens a (8,1) - (2,10) szorzat. Ez az osztaly melyik egész szamnak
feleltethetd meg?

4. Az egész szamok fenti bevezetése helyett tekintsiik a kovetkezst:

Készitsiik el a természetes szamokon a rendezett parokat azzal a megko-
téssel, hogy két szampar, (a1,b1) és (az, by) egyenls, ha a1+bs = ag+b;.

(a) Igazolja, hogy (ai,b1) = (a1 — b1,0), ha ay > by és (a1,b1) =
(O,bl — al), ha b; > a;.

Definialjuk az dsszeadast (@) a kovetkezdképpen:
(a1,b1) @ (az,b2) = (a1 + az, b1 + ba).

(b) Igazolja, hogy az 6sszeadas kommutativ, asszociativ és invertalhato!

Definaljuk a szorzast (®) a kovetkez6képpen:

(a1,b1) ® (az,b2) = (a1a2 + biba, aibs + agby).

(c) Igazolja, hogy ez a szorzas kommutativ, asszociativ és disztributiv
az Osszeadasra nézve! (Vagyis hogy (N x N, @, ®) gytird.)



128 9. Félgytirt beagyazasa integritastartoméanyba

(d) Igazolja, hogy az (a,0) alaki elemek részgytrije ennek a gytirtnek!
(e) Van-e a szorzasnak egységeleme?

(f) Vannak-e a nullosztok a gytirtiben?



10. fejezet

Testek

10.1. Definicié. A (T, o, x) algebrai struktura, ahol a 7' halmaz legalabb
kételemt test, ha:

— (T, o) kommutativ csoport,

— (T'\ {0}, ) kommutativ csoport, tovibba

— a x mivelet disztributiv a o mitveletre nézve.

Testekben a o mitiveletet altalaban 6sszeadasnak, a *x miiveletet altalaban
szorzésnak nevezzik. Az, hogy (T, +, -) test, azt jelenti, hogy olyan legalabb
kételemt kommutativ, egységelemes gytrd, amelyben a 0-t6l kiilonbo6zé ele-
meknek a szorzasra vonatkozbdan is van inverziik, vagy részletesebben kiirva:
(T,+, ") test, ha:

— T legalabb kételemt halmaz;

az Osszeadas kommutativ, asszociativ, invertalhato;

a szorzés a T\ {0} halmazon kommutativ, asszociativ, invertalhato;

a szorzas disztributiv az Osszeadasra nézve.

Megjegyzés. A szorzas egyébként a teljes T' halmazon kommutativ és asszo-
ciativ — bar nem ezt koveteljiikk meg —, de az invertalhatosag nem igaz az egész
T-n. S6t! T biztosan gytiri, igy teljesiil ra a 8.1. Megjegyzés: egy gytirt 0 ele-
meével szorozva egy tetsz6leges elemét, 0-t kapunk. Emiatt képtelenség olyan
a elemet talalnunk, amelyre a - 0 = 1 lenne. Eszerint egy testben az additiv
egységelemnek, azaz a 0-nak nincs multiplikativ inverze.

129
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Megjegyzés. A szorzas kommutativitasat nem mindenki koveteli meg. En-
nek megfelelen vannak, akik megkiilonboztetnek kommutativ, illetve nem
kommutativ testeket. A nem kommutativ testeket (vagyis az olyan algebrai
strukturdkat, amelyek csak abban kiilonboznek a testektdl, hogy a szorzés
nem kommutativ) szokas ferde testeknek nevezni.

10.1. Tétel. Minden test zérusosztomentes.

Bizonyitas. Az éallitds annak a kovetkezménye, hogy a nem 0 elemeken
invertalhatd a szorzas. Tegyiik fel ugyanis, hogy a nem egyenls 0-val, és a
test valamelyik b elemére ab = 0. Ha a # 0, akkor van inverze, ami szintén
nem 0. Megszorozva az egyenldség mindkeét oldalat a inverzével: a~lab = a=!
-0, amibdl azt kapjuk, hogy b = 0. Vagyis ha egy nem 0 elemet megszorzunk
egy masik elemmel, akkor csak tigy kaphatunk 0-t, ha a maésik elem 0. [J

Példéak testre:

1. a racionéalis szamok (Q, +, -) teste;

2. a valos szamok (R, +,-) teste;

3. a komplex szamok (C, +, ) teste;

4. a mod p (p prim) maradékosztalyok (Zy, + mod ps* mod p) teste;

5. testet alkotnak az a + bi, illetve altalaban az a + bv/k alaka komplex
szamok halmaza, ahol a és b racionalis, k egész szam (ha k torténetesen
négyzetszam, akkor — elég semmitmondé médon — éppen a racionélis
szamok halmazat kapjuk) a szokéasos Gsszeadasra és szorzasra.

10.2. Definici6. (T7,+,-) részteste a (T, +, -) testnek, ha T részhalmaza T"
és maga is test. A (K, +, ) test (L, +, ) résztestét igy jeloljik: K > L vagy
L<K.

Példaul:

1. A racionalis testnek nincs valodi (sajat magatol kiillonbozs) részteste.
Egy résztestnek ugyanis tartalmaznia kell a 0-t (az 6sszeadas neutralis
elemét) és az 1-et (a szorzas egységelemét). (Most belatjuk, hogy a 0
és az 1 altal generalt legsziikebb test a racionalis szamok teste.)

Ahhoz, hogy egy a 0-t és az l-et tartalmazd halmaz zart legyen az
Osszeadésra nézve, tartalmaznia kell minden pozitiv egész szamot. Ah-
hoz, hogy az Osszeadas invertalhato legyen, a negativ egész szdmokat
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is tartalmaznia kell. Ahhoz, hogy a szorzas invertalhato legyen, tar-
talmaznia kell az Gsszes nem 0 egész szam multiplikativ inverzét (azaz

1

reciprokat), vagyis az dsszes — (0 = n € Z) alaka raciondlis szamot;
n

végiil tartalmaznia kell tetsz6leges két elemének a szorzatét, vagyis az

.. 1
osszes k- — = — (k,n € Z, n # 0) alaka szamot, végs6 soron tehat az
n n
Osszes racionélis szamot.

2. A valos testnek részteste a racionélis test vagy példaul az a 4+ bv/2 (a,
b racionalis) alaki szamok teste.

3. A komplex testnek részteste a valos test (és igy annak Osszes részteste),
vagy példaul az a + bi (a, b racionalis) alaka szamok teste.

4. (Zp,+,-)-nek semmilyen p esetén nincs valodi részteste. Egy résztes-
tének ugyanis tartalmaznia kellene a szorzés egységelemét, vagyis az
1 maradékosztalyt. Ahhoz, hogy a résztest zart legyen az Osszeadas-
ra, tartalmaznia kell az 1 +1 =2, az 1 +2 =3 sth. 1+p—-1=0
maradékosztalyok mindegyikét.

Kordbban megszoktuk, hogy egy algebrai struktarédnak két tipusd tri-
vidlis részstruktiraja lehet: énmaga és egy ,minimélis” részstruktara. Ez a
testek esetében a {0,1} halmazt jelentené, ez azonban altalaban nem test.
(Kivéve a kételemt testet, a (Z, + mod 2, mod 2), amely azonban csak 6nma-
ganak részteste, és rajta kiviil mas részteste nincs is.)

10.3. Definicid. Egy test primtest, ha nincs valodi részteste.
Mint mér lattuk, a racionalis test és a (Z,+ mod p) mod p) (mod p

maradékosztaly-testek, p primszam) primtestek. A kovetkezd tétel azt mond-
ja ki, hogy ezektél lényegesen kiilonbo6z6 primtestek nincsenek:

10.2. Tétel. Minden primtest izomorf a racionélis testtel, vagy valamelyik

mod p maradékosztaly-testtel.

Bizonyitas. Legyen (P,+,-) egy primtest, amelynek egységeleme e, és te-
kintsiik a ..., —2e, —e, 0, e, 2e¢, 3e, ..., ke, ... elemeket. Két esetet kiilon-
boztetiink meg:

(a) nincs olyan 0-t6l kiilonbo6z6 k egész szam, amelyre ke = 0

(b) van ilyen k.
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Az (a) eseteben a fenti elemek mind kiilonbozéek. Mivel a (P, 4+, -) test
nem 0 elemein a szorzés invertalhato, az dsszes (ae)(be) ™! (b # 0) alaki elem
benne van P-ben. Az ilyen alaki elemek egyben résztestét is alkotjak (P, +, -

-)-nak, mégpedig olyan résztestét, amelyet a o: (ae)(be)™! — % leképezés —

mint az kénnyen ellenérizheté — izomorf médon képez le a racionalis testre.

Masfeldl, ha (P, 4+, -) primtest, akkor ez a résztest nem lehet valodi, csak
maga a teljes (P, +, -) test, igy (P, +, -) izomorf a racionélis testtel. (Ez éppen
az a konstrukcio, amelyet 10.2. Definiciot kovetd példaban targyaltunk.)

A (b) esetben legyen m a legkisebb pozitiv egész, amelyre me = 0. Ekkor
m csak primszam lehet, hiszen m = ab esetén me = (ab)e = (ae)(be) csak
ugy lehetne 0, ha mar ae vagy be is 0 lett volna, de valédi felbontés esetén
a is és b is kisebb, mint m. Ekkor az ne +— n leképezés izomorf moédon
képezi le az e, 2e,3e,...,(m —1)e,me = 0 elemeket a mod m (m prim)
maradékosztaly-testre, igy ezek az elemek maguk is testet alkotnak, amely
részteste a (P, +, ) testnek.

Mivel (P,+,-) primtest, ez nem lehet valodi résztest, csak maga a
teljes (P,+,) test, vagyis maga (P,+,-) izomorf a mod m (m prim)
maradékosztaly-testtel. [

Megjegyzés. Az, hogy egy (P, +,-) primtest a (Q, +, ), illetve a (Z,, +,-)
maradekosztaly-testek melyikével lesz izomorf, nyilvan csak P szamossagatol
fiigg. Ha | P| végtelen, akkor a racionalis testtel, ha |P| =n (n > 2, és mint
lattuk, csak prim lehet), akkor a (Z,,+,-) testtel. Ebbgl az is kovetkezik,
hogy ha egy primtest szamossaga végtelen, akkor csak megszamlalhatoan
végtelen lehet; ha pedig véges, akkor csak primszam lehet.

Feladatok

1. Igazolja, hogy a 10.1. Definiciéban az a feltétel, hogy T legalabb két-
elemt, elhagyhato.

2. Melyik test az aldbbiak koziil?

(a) Az egész szamok az Osszeadasra és a szorzasra.

b) A racionalis szamok halmaza az Gsszeadasra és a szorzasra.
(c) A véges tizedestortek halmaza az Osszeadasra és a szorzésra.

(d) Az a+ be alakt szamok, ahol a,b € Q, ¢ € Z+ az Osszeadasra és
a SZOrzasra.

(e) Az a + b¥/2 alaku szamok, ahol a,b € Q az Gsszeadasra és a
SzOrzasra.
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(f) A 2 x 2-es valds reguléris (azaz invertalhat6) méatrixok a matrix-
Osszeadasra és a matrixszorzasra.

(g) A valds egyiitthatos polinomok a polinomdosszeadasra és polinom-
Szorzasra.

3. Keresse meg az Osszes — izomorfia erejéig kiilonboz6 — kételemii testet!
Hény — izomorfia erejéig kiillonb6z6 — haromelemti test 1étezik?

4. Legyen p egy adott primszam, példédul 7. Hany — izomorfia erejéig kii-
16nb6z8 — p-elemii test 1étezik? Hany részteste van ezeknek?

5. Készitsen 4-elemi testet!



11. fejezet

Integritastartomany
beagyazasa testbe,
hanyadostest

(A racionalis szamok felépitése)

A 9. fejezetben lattuk, hogy egy reguléris félgytirtthoz (példaul a természe-
tes szamok félgytirtjéhez) hogyan konstruélhato olyan gytirt, illetve koziilitk
bizonyosakhoz olyan integritastartomény, amely tartalmaz a félgytrtvel izo-
morf részt, azaz, hogy miként épithetdk fel a természetes szamokbol kiindulva
az egész szdmok. Az egész szamok halmazén mar invertalhat6 az Gsszeadés,
de a szorzas nem. A kovetkezGkben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy mi-
képpen tehets invertadlhatova a 0-tol kiilonbozé elemek szorzasa is, vagyis
hogy miként épithetsk fel az egész szamokbol kiindulva a racionélis szamok.
Altalanosabban megfogalmazva a kérdést, egy I integritastartomanyhoz sze-
retnénk megtalalni a legsziikebb olyan testet, amely tartalmaz I-vel izomorf
részt.

Tekintsiik ehhez elGszor az integritastartomany elemeibdl (egész szamok-
bol) allo (a,b) € I x I\ {0} parok halmazat (ahol b # 0). Ezen a halmazon
a kovetkezSkeppen értelmezhetiink egy Osszeadas és egy szorzas nevi miive-
letet:

(a,b) + (c,d) := (ad + bc, bd), példaul (1,4) + (2,6) = (14,24)
(a,b) - (c,d) := (ac,bd), peldaul (1,4) - (2,6) = (14, 24).

Konnyen ellenérizhetd, hogy a parok igy definialt 6sszeadésa esetén

134



Fried Katalin — Korandi Jozsef — Térok Judit: A modern algebra alapjai 135

— Az Osszeadas kommutativ és asszociativ, neutralis eleme a (0,1) (vi-
szont nem invertalhato)

(a,b) + (¢,d) = (ad + be,bd) = (cb + da,db) = (¢,d) + (a,b) és
(a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = (adf + bef + bde, bdf) = ((a,b) + (¢,d)) + (e, f)

(a,b)+(0,1)=(a-14+b-0,b-1) = (a,b).

— A szorzas kommutativ és asszociativ, egységeleme az (1,1) (viszont
nem invertalhaté és nem disztributiv az Gsszeadéasra nézve)

(a,b) - (¢,d) = (ac,bd) = (ca,db) = (¢,d) - (a,b)
a, b) : ((C> d) ’ (67 f)) = (CLC@, bdf) = ((a> b) ’ (07 d)) ’ (67 f)

(a,b)-(1,1) =(a-1,b-1) = (a,b).

—

Erdemes észrevenni, hogy ha egy (a,b) szampérral ekvivalensnek tekin-
tenénk azokat az (@', V') szamparokat, amelyekre ab’ = a’b (vagyis példaul a
(0,1) parral ekvivalensnek tekintenénk az Gsszes (0,n) alakd, az (1,1) parral
az Osszes (n,n) alaka szampéart), akkor mar — ekvivalencia erejéig — inver-
talhato lenne az Osszeadés is és a szorzas is, tovabbé a szorzas disztributiv
lenne az Gsszeadésra nézve, ugyanis:

(a,b) + (—a,b) = (ab — ba,b*) = (0,b*) ~ (0, 1)
( )(,a ab,ba) ~ (1,1)

(
) = (
(a,b) - ((c,d e, f)) = (acf + ade, bdf), mig
fr=(
)~ (

(a,b)(c,d) + ( )( acbf + bdae, bdbf), ahol
(acf + ade,bdf) ~ (acbf + bdae, bdbf).

Az (a,b) ~ (a’,b') akkor és csak akkor, ha ab’ = a’b relacio ekvivalenciarela-
ci6, hiszen

— reflexiv, azaz (a,b) ~ (a,b), mert ab = ab;

— szimmetrikus, azaz ha (a,b) ~ (da’,V'), akkor (a’,V’) ~ (a,b), mert ha
ab/ = a’'b, akkor a'b = ab’; végiil

— tranzitiv, azaz ha (a,b) ~ (a/,V') és (a/,V') ~ (a”,V"), akkor (a,b) ~
~ (a”,b"), mert ha ab’ = d'b és a'b" = a"V', akkor ab'a’b” = a’'ba"¥V,
amibdl az egész szamok halmazan (illetve minden integritastartomany-
ban — a kommutativitis és a zérusosztémentesség miatt) kovetkezik,
hogy ab” = a”’b.

Ha most egy-egy osztalyba gytjtjik az egymassal ekvivalens elemeket,
akkor megkapjuk a parok halmazanak egy osztalyozasat:
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(7171) (071) (171) (172) (271) (avb)
(1,-1) [ (0,-1) | (-1,-1) | (=1,-2) | (=2,-1) | ... | (—a,—=D)
(—=2,2)| 0,2) | 22 | @4 | @2 |...| (2a2b)
(2,-2) [ (0,-2) | (-2,-2) | (—2,—-4) | (-4,-2) | ... | (—2a,—2b)
(—3,3) | (0,3) (3,3) (3,6) 6,3) |...| (3a,3b)
(=n,n) | (0,n) (n,n) (n,2n) | (2n,n) | ... | (an,bn)

Az alabbi abrarol leolvashato, hogy ha az (a,b) szamparnak megfeleltet-
jik az (a,b) koordinataju racspontot, akkor két elem akkor és csak akkor
lesz egy osztalyban, ha Osszekots egyenesiik dtmegy az origbn. Az oszta-
lyoknak majdan megfelel§ racionalis szamokat az illeté osztalyt szemléltets
egyenesnek az y = 1 egyenessel valé metszéspontjanak abszcisszaja mutatja.

b N _
(-1,4) (1,2) (1,1
. . . . . . [ .

. . . . .
. . . . . . 0(2’ )

. . . . . .
4, 1)
a

11.1. 4bra.

Belatjuk, hogy az osztalyozéas kompatibilis, vagyis hogy ha (ai,b1) egy
osztalyban van (ag, by)-vel, és (c1,dy) egy osztélyban van (cg, ds)-vel, akkor
(a1,b1) + (c1,dy) egy osztalyban lesz (ag, ba) + (c2, d2)-vel, és (a1,b1) - (c1,dr)
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is egy osztalyban lesz (ag,b2) - (c2,d2)-vel:

(a1,01) + (c1,d1) = (a1dy + bicy, bidy) és
(a2,b2) + (c2,d2) = (aada + baca, bads).

Ha albg = (Izbl és Cldz = C2d17 akkor a1b2d1d2 = a2b1d1d2 és Cldgblbg =
cod1b1bo, amibdl a1badids + c1dabibs = asbidids + codibiby, ami éppen azt
jelenti, hogy (a1dy + bici, bidy) egy osztalyban van (asds + baca, bada)-vel.

(a1,b1) - (c1,d1) = (arc1, bidy) és
(az,b2) - (c2,dz2) = (azcg, bada).

Ha a1by = asby és c1dy = cody, akkor aibacide = asbicady, ami épp azt
jelenti, hogy (ajcy,bidy) egy osztalyban van (agce,bods)-vel. Ezek utan a
kovetkezGképp értelmezhetjiik az osztalyok Osszeadéséit és szorzasat:

(a,b) & (¢,d) := (a,b) + (c,d)
(a,b) ® (c,d) := (a,b) - (¢,d).

Megmutatjuk, hogy az osztalyok az igy definialt Osszeadasra és szorzésra
nézve testet alkotnak: Az, hogy az Osszeadas is és a szorzéas is kommutativ
és asszociativ, az Osszeadas neutralis eleme a (0,1), a szorzas egységeleme
pedig az (1,1) osztaly, kovetkezik abbodl, hogy az osztélyozas kompatibilis
volt. Meg kell még mutatnunk, hogy az 6sszeadas invertilhaté, a nem nulla

elemek halmazan (a (0, 1) osztalytol kiilonb6z6 osztalyok halmazéan) a szorzas
is invertalhato, tovabba hogy a szorzés disztributiv az osszeadasra nézve.

Az (a,b) osztaly additiv inverze a (—a, b) osztély, hiszen

(a,b) ® (—a,b) = (a,b) + (—a,b) = (ab+ b(—a),b- b) =(0,b-b) =(0,1).

Az (a,b) osztaly multiplikativ inverze a (b, a) osztaly, hiszen

(a,b) ® (b,a) = (a,b) - (b,a) = (ab,adb) = (1,1).

A disztibutivitast a kévetkezGképp lathatjuk be:

(a,b) @ ((c,d) @ (e, [)) = (a,b) - ((¢,d) + (e, f)) = (acf + ade, bdf) =
= (acbf + bdae,bdbf) = (a,b) - (¢,d) + (a,b)(e, ) =
= ((a,b) ®@ (¢,d)) ® ((a,b) @ (e, f)).

Most megmutatjuk, hogy az igy kapott test tartalmaz az egész szamok
gytrdjével izomorf részt:
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A ¢: (k,1) = k leképezés izomorf modon képezi le a (k, 1) alakt oszta-
lyok részhalmazat az egész szamok halmazara, hiszen nyilvanvaléan bijektiv,
és mig p((a,1)) =a és p((b,1)) = b,

v ((a. 1) =¢(@+bD) =a+b o
90((@,1) ): ( ) (abl):ab.

Ha most a m alaki osztalyokat kicseréljiik a nekik megfelel§ egész
szamokra, és az egész szamok kozott az ott szokasos moddon, egyébként pe-
dig az osztalyokon definidlt médon végezziik el a miiveleteket, akkor az igy
modositott test mar valodi részként fogja tartalmazni az egész szamok gyii-
rijét.

11.1. Megjegyzés. Erdemes még észrevenni, hogy minden osztaly felirhato

(@b =)L) =)o (b1)"

alakban, igy az (a,b) osztaly helyett irhatunk a - b~'-et, vagy a szokasoknak
megfelelGen %—t. Igy a racionalis szamok (Q,+,-) testéhez jutunk. A fenti

eljaras segitségével tetszGleges integritastartomanyhoz megkonstrualhato az
6t (vele izomorf részt) tartalmazo legsziikebb test, amit a szoébanforgéd in-
tegritastartomany hanyadostestének neveznek. A Gauss-egészek gytirijének
hanyadosteste példaul az olyan a + bi alakt komplex szdmok teste lesz, ahol
a és b racionalis szam (Gauss-racionalisok); egy T test feletti polinomgytri

hanyadosteste pedig az f@)
x
ahol f(x), g(z) € T[x] és g(x) # 0.

alaki elemekbdl all6 racionalis fiiggvénytest,

Feladatok

1. A fejezetben megadott felépitésben melyik ekvivalenciaosztalyba tar-
toznak, illetve milyen racionalis szamnak felelnek meg: (4,2), (1,3),

(37 1)7 (_27 5)7 (17 2) + (37 2)7 (27 3) ’ (374)?
2. Legyen T = { [Z] | a,b, € Z,b # O} a sfk egészek feletti vektorainak

részhalmaza. Tekintslink két vektort, [Zl] -et és [Zz] -t egyenlének, ha
1 2
ai1bs = ashy.

Az Osszeadast a kovetkezSképpen értelmezziik:

al o az| a1bs + ashy
by bo| b1bo '
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Irjon fel néhany, ezzel egyenls elemet!

A szorzast a kovetkezSképpen adjuk meg:

HEISEE

Irjon fel néhany, ezzel egyenld elemet!

Igazolja, hogy (T, ®,®) test!



12. fejezet

Testbgvitések

12.1. Definicié. A (T7,+,-) testet a (T, 4+, -) test bévitésének nevezziik, ha
T részteste T'-nek.

A valos szamok teste példaul bévitése a racionalis szdmok testének, a
komplex szamok teste pedig bévitése a valds testnek is és a racionalis test-
nek is. Gyakran van sziikségiink arra, hogy megkeressiik vagy megkonstual-
juk egy adott T test bizonyos feltételeknek eleget tevs bévitését. Ez bizonyos
esetekben azt jelenti, hogy T egy mar ismert bévitésének kell megkeresniink
azt a résztestét, amely szintén bévitése T-nek, és amely eleget tesz a fel-
tételeknek; mas esetekben egy 1uj testet kell 1étrehoznunk: T-bél kiindulva
egy olyan testet kell konstrualnunk, amely tartalmazza T-t, és amely eleget
tesz a feltételeknek. Ha pédaul a racionalis testnek keressiik azt a legsziikebb
bévitését, amelyben mar van olyan elem, amelynek négyzete 2, akkor ez més
feladatot jelent, ha ismerjiik a valés szdmok testét, mint akkor, ha nem is-
merjlik. Az els6 esetben minddssze meg kell keresniink a valos szamoknak azt
a legsziikebb résztestét, amely tartalmazza a racionalis testet is és a v/2-t is,
mig a méasodik esetben — pusztén a racionélis szadmokra tdmaszkodva — meg
kell konstrualnunk a keresett testet.

Azt a legsziikebb testet, amely tartalmaz egy adott T testet is és az
elére rogzitett a, b, c, ... elemeket is, a T test a, b, ¢, ... elemekkel vald
bévitésének nevezziik, és T'(a, b, c, . . .)-vel jeloljiik. Ezt a testet nyilvan ugy is
megkaphatjuk, hogy el6szor megkeressiik a legsziikebb, T-t és a-t tartalmazé
Ty = T(a) testet, majd az igy kapott testet és a b-t tartalmazo legsziikebb
Ty = T1(b) testet, majd T5 testet és a c-t tartalmazo legsziikebb T3 = Th(c)
testet stb.

12.2. Definici6. A T test egyetlen elemmel valo T'(«) bovitéset egyszertd
testbovitésnek nevezziik.

140
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Megjegyzés. Ezt nem tugy kell elképzelni, hogy vessziik a T' U o halmazt
a két eredeti mivelettel, mert az (megmutathato, hogy soha) nem lesz test.
Inkabb tgy kell ra gondolni, hogy a 1" testhez az a elem mellett addig-addig
vesziink hozza tovabbi szamokat, amig még sziikséges; hogy végiil testet kap-
juk, de kozben olyat nem vesziink hozza, amit nem muszé;.

A tovabbiakban csak egyszeri testbévitésekkel foglalkozunk.
Az egyszeri testbovitések két fajtajat kiilonboztetjliik meg aszerint, hogy
van-e olyan T test feletti polinom, amelynek « gyoke, vagy nincs.

12.3. Definicié.

1. Azt mondjuk, hogy a algebrai elem a T test felett, ha létezik olyan
(nem azonosan zérus) f(z) € T[x], amelyre f(a) = 0.

2. Azt mondjuk, hogy « transzcendens elem a T test felett, ha nincs olyan
(nem azonosan zérus) f(z) € T[z], amelyre f(a) = 0.

3. A racionélis test feletti algebrai elemeket szokés algebrai szdmoknak, a
racionalis test felett transzcendens elemeket pedig szokas transzcendens
szdmoknak nevezni.

Példaul:

1. Az 5 algebrai elem a Q felett, mert eleme neki.

2. A v/2 algebrai elem Q felett, azaz algebrai szam, mert gyoke a racionalis
egyiitthatos f(z) = 22 — 2 polinomnak.
Hasonléan a /3, mert az meg gyoke az 2 — 3 racionalis egyiitthatos
polinomnalk.

3. A /2 algebrai elem, s6t, algebrai szam a valosok felett is, mert eleme
annak. (Gydke a racionalis egyiitthatos f(z) = 22 — 2 polinomnak.)

4. A 7 algebrai elem a valos szamtest felett, mert eleme. S6t, tetszéleges
test esetén a test barmelyik eleme algebrai elem a test felett.

5. Az i komplex szam algebrai elem a valos test felett, mert gydke a valos
(racionalis, s6t egész) egyiitthatos f(x) = 22 + 1 polinomnak. Az i
algebrai szam.

6. Barmelyik komplex szam algebrai elem a valods test felett, mert z gyoke
példaul az 22 — (2 + Z)x + 2% valos egyiitthatos polinomnak.

7. Sem a 7, sem az e nem algebrai a racionélisok felett, mert nincs olyan
raciondlis egyiitthatos polinom, amelynek gyoke lenne. (Nem bizonyit-
juk.) A 7 és az e transzcendens szamok.



142 12. Testb&vitések

Egyszeri testbovités

Egyszeri testbdvités algebrai elemmel (egyszert algebrai bé-
vités)

El6szor azzal az esettel foglalkozunk, amikor egy T felett algebrai a elemmel
szeretnénk boéviteni a T testet.

Példaul:

1. Ha azt a legsziikebb testet keressiik, amelynek részteste a valds szamok
teste és amely tartalmazza az f(x) = 22 + 1 polinom (valamelyik)
gyokét, akkor a kiovetkezSképpen jarhatunk el:

Ha egy test tartalmazza az osszes valos szamot és az i-t (vagy a —i-t),
akkor a szorzas zértsadga miatt tartalmaznia kell az Osszes bi alaki
szamot, ahol b € R. Tartalmaznia kell tovabba az Osszes a + bi ala-
ka szamot (a, b valos) is az Osszeadas zartsaga miatt, vagyis az Osszes
komplex szadmot. A komplex szamokrol mar tudjuk, hogy testet alkot-
nak, a fenti megfontolédsok miatt ez a legsziikebb R-et és i-t tartalmazo
test, tehat R(i) = C.

Ebben a gondolatmenetben felhasznéaltuk, hogy mar ismertiik a komp-
lex szamtestet, és tudtuk, hogy az f(z) = x? + 1 polinom (egyik) gyoke i.
Ha még nem ismertiik volna a komplex szamokat, akkor a kévetkezSképp
gondolkodhattunk volna:

A komplex szamok felépitése

Keressiik azt a legsziikebb testet, amely tartalmazza a valds szamtestet, és
amelyben mér van az f(z) = 2 + 1 polinomnak gydke. Legyen a a keresett
testnek egy olyan eleme, amelyre o = —1. Jeloljiik a test Osszeadés nevi
miveletét a @, a szorzés nevi miiveletét a ® jellel, megjegyezve, hogy amikor
valos szamok kozott végezziik a miveletet, akkor ezek jelentsék a valos sza-
mok szokasos Osszeadasat és szorzasat. Ha a keresett testnek a is és a valos
szamok is elemei, akkor benne kell lennie az 6sszes a @ (b® «) alakt elemnek
is, ahol a, b valos. A testekben érvényes miiveleti tulajdonsagok miatt két
ilyen alakt elem Osszegére, illetve szorzatara a kovetkez&knek kell teljestilnie:

(@ebea)@(ca(doa)=(@sc)e (bedoa)=
=(a+c)@((b+d) ®a)

(ad(b®a)@(cd(d®a)) =
=(a®c)®(bedoad®)® ((hec)® (a®d® a))
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Felhasznalva, hogy o? = —1:

(ad(b®a)® (c® (d®a)) = (ac—bd) ® ((bc + ad) ® a)

Konnyen belathato, hogy az a & (b ® «) alaku elemek testet alkotnak,
éppen ezt a testet szokés a komplex szamok testének nevezni. Erdemes még
észrevenni, hogy ha @ helyett +-t, ® helyett -t (vagy semmit sem) « helyett
pedig -t {frunk, akkor a szokasos a + bi jeloléshez jutunk.

Lényegében ugyanezt az utat kovetjiikk akkor is, amikor valés szdmpa-
rokbdl épitjik fel a komplex testet tgy, hogy megmutatjuk, hogy a valos
szampéarok testet alkotnak a kovetkezs két miiveletre nézve:

(a,b) ® (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, bc + ad);

majd megmutatjuk, hogy ez a test tartalmaz a valos testtel az (a,0) —
— a leképezés szerint izomorf résztestet. Ezekutan észrevéve, hogy (a,b) =
(a,0) ® ((b,0) ® (0,1)); az (a,0) part kicserélve az a, a (b,0) part a b valos
szamra, @ helyett +-t, ® helyett -t, a (0, 1) par helyett pedig i-t irva kapjuk
a komplex szamok a + b - i kanonikus alakjéat.

2. Keressiik a legsziikebb testet, amely tartalmazza a racionélis testet és
az x2 — 2 polinom (valamelyik) gyokét.

Ha a keresett test tartalmazza az 6sszes racionalis szamot is és a v/2-t
(vagy a —v/2-t) is, akkor — a mriveletek zartsaga miatt — tartalmaznia
kell az 6sszes byv/2 alaki szamot. Ezek mind kiilonbozé szamok lesznek,
mert ha b;v/2 = byv/2, akkor (by — b2)v/2 = 0, ami — mivel /2 irraci-
ondlis — csak tugy lehet, ha by = bs. Nem alkotnak azonban testet. A
bv/2 alakuak racionalis szamokkal vett Gsszege nem lehet ilyen alaku:
az ay + b1v/2 = ba/2 egyenldségbdl a; = (by — by )v/2 kovetkeznék, ez
azonban csak gy lehetséges, ha a; = 0 és by = by. Eszerint az Osszes
a+bv/2 alaki szamot hozza kell venniink. Ezek mind kiilénb6zé szamok
lesznek, mert ha a; + b1 V2 = as + bav/2, akkor (by — bg)\/§ =a9 —aq,
ami — mivel v/2 irracionalis — csak ugy lehet, ha by — by és ay — a7 is
nulla. Vagyis megkaptuk az 6sszes a + by/2 alakt szamot, ahol a és b
racionalis. Belatjuk, hogy ez mar test.

Mivel
(a+bV2) +(c+dV2)=(a+ec)+ (b+d)V2  &s
(a+bV?2) - (c+ dV2) = (ac + 2bd) + (be + ad) V2,

vagyis zart az Osszeadésra és a szorzasra (két ilyen alaka szam Osszege
is szorzata is ilyen alaku).
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Létezik zéruselem és egységelem: 0 = 0+0-1/2 és 1 = 14+0-/2 (vagyis
a neutralis elemek is ilyen alakuak).

Léteznek a sziikséges inverzek: —(a + bv/2) = —a — b/2, valamint ha
a# 0,b# 0(mivel a,b € Q, a+bv/2 = 0 akkor és csak akkor teljesiil,
ha a =0 és b =0), akkor

1 a —b
W2) = = 2
(a+ \f) p———s a2—2b2+a2f2b2\[
—_——  ——

racionalis racionalis

Itt azt is felhasznaltuk, hogy a—bv/2 nem lehet nulla. Ez nyilvanvaloan
igaz, mert a = by/2 csak tugy teljesiilhetne, ha a = b = 0 lenne, amit
kizartunk.

Azt kaptuk, hogy a + byv/2 elem additiv, illetve multiplikativ inverze
egyarant ilyen alaku.

Az a+bv/2 alaku valos szamok testet alkotnak, mégpedig éppen a valos
test kivant tulajdonsagu résztestét.

Gondolatmenetiink soran felhasznaltuk, hogy ismerjiik a valds testet, és
tudtuk, hogy az 22 — 2 polinom (egyik) gycke a v/2. Ha pusztan a raciona-
lis testbdl kiindulva szeretnénk megkonstrualni a kivant tulajdonsagn testet,
akkor ehhez el6szor készitsiik el a racionalis szamokbol all6 szadmparokat,
majd értelmezziik a szidmpéarok halmazan az Osszeadéast és a szorzéast a ko-
vetkezGképpen:

(a,b) ® (¢,d) := (a+ ¢,b+ d), illetve
(a,b) ® (c,d) := (ac+ 2bd, be + ad).

Koénnyen belathato, hogy az igy definialt 6sszeadas kommutativ és asszo-
ciativ, neutralis eleme a (0,0), az (a,b) additiv inverze pedig a (—a, —b);
tovabba, hogy a szorzas is kommutativ és asszociativ, disztributiv az Gssze-
adésra, egységeleme az (1,0), az (a,b) A~ (0,0) (ilyenkor a? — 2% /A 0)

multiplikativ inverze pedig az . Vagyis a racionalis szampa-

a —b
a?—2b27 q2—2b2

rok a fent definidlt Osszeadasra és szorzasra nézve testet alkotnak.

A ¢: (a,0) — a leképezés izomorf modon képezi le e test (a,0) ala-
ka elemekbdl allo részhalmazat a racionalis szamok testére (hiszen mig
¢(a,0) = a és ¢(b,0) = b; addig ¢((a,0) ® (b,0)) = @(a + b,0) és
cp((a,O) ® (b, 0)) = (ab,0)), igy a szamparok teste tartalmaz a racioné-
lissal izomorf résztestet. Ha most az (a,0) alaka parokat kicseréljiik a nekik
megfelel§ racionalis szdmokra, és valahdnyszor a racionalis szamok kozott
végziink miiveleteket, akkor a @ helyett +-t, a ® helyett pedig -t (vagy
semmit sem) frunk, akkor a szamparok igy modositott teste méar magat
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a racionalis testet fogja tartalmazni. Mivel tetszéleges (a,b) par felirhato
(a,b) = (a,0) ® (b,0) ® (0, 1) alakban, azt is megtehetjiik, hogy a (0, 1) part
a-val jeloljik, és a tovabbiakban mindenhol +-t és -t frunk az Osszeadas,
illetve a szorzas jeleként. Ekkor az (a,b) par a + ba alakba irhato, ahol «
éppen az 22 — 2 polinom (egyik) gyokeét jeldli, hiszen (0,1) ® (0,1) = (2,0).

A fenti eljarashoz hasonléan végezhetjiik el a racionélis test b&vitését
egy tetszoleges — a racionalis test felett irreducibilis — f(z) = 2% + gz + r
méasodfoka polinom gyokével (g és r racionalis szamok). (Ha a polinom nem
volna irreducibilis, akkor gyokei racionalisak lennének, igy a keresett test
maga a racionalis test volna.)

Jelsljiik a-val az 22 4+ gz + r polinomnak azt a gyokét, amellyel béviteni
szeretnénk a racionalis testet. A keresett testnek nyilvan eleme lesz az Gsszes
a + ba alaku komplex szam, ahol a és b racionélis. Az a + ba alaku elemek
halmaza zart az osszeadésra is és a szorzasra is, hiszen (a+ ba) + (¢ + da)) =
(@+c)+ (b+d)aés (a+ba) - (c+ da) = ac + bda? + ada + bea, amibél
felhasznalva, hogy a? = —qa — r (hiszen a gydke az 22 + gz + 7 polinom-
nak) azt kapjuk, hogy (a + ba) - (¢ + da)) = (ac — bdr) + (ad + be — bdq)a,
vagyis (mivel a, b, ¢, d, q és r racionalis) két ilyen alaka elem szorzata is
ilyen alaki. Kénnyen ellenérizhetd, hogy az ilyen alakt elemek integritastar-
toméanyt alkotnak, viszont nehezebb megmutatni, hogy a szorzas a nem 0
elemek halmazan invertalhato. Belathato, hogy ha a 4+ ba # 0, akkor

a—bp b
a+ba) "t = — e
( ) a? —abqg —rb%2  a? —abg —rb?
raCiS?lé,liS racionalis

vagyis a 0-t0l kiilonbo6z§ elemek multiplikativ inverzei is ilyen alakiak, tehét
az a + ba alaki elemek testet alkotnak, amely nyilvan a legsziikebb olyan
test, amely tartalmazza a racionalis testet is és az 22 + gz + r polinom «
gyokét. (Ugyanezt a testet kaptuk volna, ha a /¢ — 4r komplex szdmok
valamelyikével bévitettiik volna a racionalis testet.)

Ha a racionalis szamparok segitségével szerettiik volna megkonstrualni
a kivant testet, akkor a szamparok halmazan a kovetkez6képpen definialtuk
volna az Osszeadast és a szorzast:

(@,6) & (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) ® (¢,d) := (ac — bdr,ad + bc — bdq);

majd megmutattuk volna, hogy a racionalis szamparok testet alkotnak e
két miiveletre nézve. Ezutan észrevettiilk volna, hogy e test tartalmaz az
(a,0) — a leképezés szerint a racionalis testtel izomorf résztestet, majd fel-
hasznalva, hogy (a,b) = (a,0) & (b,0) ® (0,1), és az (a,0) alaka elemek
helyére a nekik megfelels racionélis szamot, a @ helyett +-t, a ® helyett -t
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(vagy semmit sem), a (0,1) par helyett pedig a-t irva kaptuk volna meg az
a + ba alaki elemek testét.

Hasonlban jarhatunk el akkor is, ha az
flx)=2"+ 12" Y+ . 4 ayz + ao

racionalis egyiitthatos, a racionalis test felett irreducibilis polinom valame-
lyik gyokével szeretnénk bdéviteni a racionalis testet. Nyilvanval6, hogy —
a-val jeldlve a polinomnak azt a gyokét, amellyel bévitiink — az Gsszes

ro+ria+rea . rp_a”!
alaki elemnek, ahol rg, r1, 7o, ..., T,_1 raciondalis szamok, a miiveletek
zértsadga miatt benne kell lennie a keresett testben. Felhasznalva, hogy

Q" = —ap,_ 1" — ... —aja—ap
(hiszen o gydke az f(x) = 2™ + ap_12" ' 4+ ... + a1 + a¢ polinomnak),
konnyen belathaté, hogy az ilyen alakt elemek halmaza zart az 6sszeadasra
és a szorzasra, sGt integritastartomanyt alkot.

Azt, hogy egy ro +ria+rea? + ...+ 7, 10" £ 0 elemnek van (ilyen
alakt) multiplikativ inverze, a kovetkezGképpen lathatjuk be:

Tekintsiik a g(z) = 19 + 712 + 1222 + ... + 712"~ ! polinomot.

Mivel f(z) irreducibilis volt a racionalis test felett, és g(z) fokszama
kisebb, mint f(z) fokszdma, nincs olyan racionalis egyiitthatos, legalabb el-
s6fokt polinom, amely mindkettének osztdja lenne, vagyis (g(:L‘), f (:17)) =1.
A racionalis egyiitthatos (illetve egy tetszSleges test feletti) polinomok gyti-
rijje euklideszi gytird, igy teljesiil, hogy két polinom legnagyobb (kitiinte-
tett) kozos osztoja elGall a két polinom linearis kombinaciojaként, vagy-
is létezik olyan h(z) és u(x) racionélis egyiitthatos polinom, amelyre 1 =

g9(x)h(z) + f(x)u(z).

Ekkor a polinomok « helyen felvett helyettesitési értékére 1 = g(a)h(a)+
f(a)u(a)-nak kell teljesiilnie. Felhasznalva, hogy f(a) = 0, azt kapjuk, hogy
g(a)h(a) = 1, vagyis a g(a) = rg+ria+ra?+. . .4+ 71, 10" ! elem multipli-
kativ inverze az 1 = g(x)h(z)+ f(x)u(z) eldallitasban szerepls h(x) polinom
a helyen felvett helyettesitési értéke, ami a” = —a,_1a" ' —. .. —aja—ag mi-
att szintén felirhato a kivant alakban. Tehat az ro+rja+roa’+. . 4r,_1a™ !
alaki elemek testet alkotnak, és ez a test nyilvan a legsziikebb olyan test,
amely tartalmazza a racionalis testet is és az f(r) = 2™ + ap_12" 1 +... +
a1z + ap polinom a gyokét is. (Megtehettiik volna azt is, hogy a szampa-
rokon alapul6é konstrukcidhoz hasonléan a racionélis szdmokboél all6 szam
n-eseken definidlunk egy megfelel§ Osszeadést és szorzast, és az igy kapott
testbe agyazzuk be a racionalis testet.)
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Gondolatmenetiink soran sehol nem hasznéltuk ki, hogy éppen a racio-
nalis testet bévitettiik egy algebrai szdmmal, egy tetszSleges test bévitése
egy, a test feletti algebrai elemmel ugyanigy torténik.

Legyen T egy tetszéleges test, és « algebrai elem a T test felett. Ekkor
van olyan T feletti polinom, amelynek a gyoke. Az ilyen tulajdonsagu po-
linomok koziil keressiik meg a legkisebb fokszamuiakat, és azok koziil is azt,
amelyiknek a f6egyilitthatéja 1. Ezt a polinomot o mar egyértelmiien meg-
hatarozza, hiszen ha két ilyen tulajdonsdgt polinomnak is gyoke lenne «,
akkor a két polinom kiilonbségének is, ami viszont ha mindkét polinom f6-
egyiitthatoja 1, akkor kisebb fokszému lenne, mint a két minimélis fokszamu
polinom, ami ellentmondas.

12.4. Definici6. Legyen « algebrai elem a T test felett. Azok kozil a T
feletti polinomok koziil, amelyeknek « gyoke, a definidlo polinomjdnak vagy
minimdlpolinomjdnak nevezzilk a miniméalis fokszamu, 1 f6egytitthatojia po-
linomot.

12.1. Tétel. Ha « algebrai elem a T test felett, akkor az o definidlé poli-
nomja irreducibilis T' felett.

Bizonyitas. Legyen f(x) € T[z] az a definialé polinomja. Ha f(x) nem len-
ne irreducibilis, akkor volnanak olyan g(z) és h(z) € T[], legalabb els6foku
polinomok, amelyekre f(x) = g(z)h(z).

Ekkor azonban f(a) = 0 = g(a)h(«) miatt « gyoke lenne g(x) és h(x)
valamelyikének, ami ellentmondana annak, hogy f(x) minimalis fokszamu
azok kozott a polinomok kozott, amelyeknek o gyoke. U

Tapasztalataink alapjan kimondhatjuk a kovetkezé tételt:

12.2. Tétel. Ha « algebrai elem a T test felett, és definidlé polinomja n-
edfoku, akkor a T'(«) test — azaz a legsziikebb olyan test, amely T-t is és a-t
is tartalmazza — minden eleme felirhaté ag + ajo + asa® + ... + ap_1a™ !
alakban, ahol ag, a1, ..., an—1 € T.

12.5. Definici6. A T test « algebrai elemmel torténd egyszertd bévitése ese-
tén a testbovités fokdnak nevezziikk az o definidlé polinoménak a fokszamat.

Példaul:

1. A komplex szamok teste méasodfoki bévitése a valos szamok testének.

2. Az a+by/24cv/4 alaki szamok teste, ahol a, b, ¢ racionalis, harmadfoki
bévitése a racionalis szamok testének.
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A T testet és az o — T felett algebrai — elemet tartalmazo legsziikebb
testhez a kovetkezSképp is eljuthatunk:

Legyen az « definialo polinomja f(x), és tekintsiik a T'[x]| polinomgytiri-
ben mindazokat a polinomokat, amelyek tobbszordsei f(x)-nek. Ezek éppen
azok a polinomok lesznek, amelyeknek « gyoke, hiszen egyrészt ha a gyo-
ke f(z)-nek, akkor nyilvan gyoke f(z) minden tobbszordsének is; mésrészt
ha h(z) egy olyan polinom, amelynek a gyoke, akkor h(z)-et maradékosan
osztva f(x)-szel azt kapjuk, hogy létezik olyan g(z) és r(x) polinom, ame-
lyekre h(z) = f(x)q(z) +r(x), ahol r(x) fokszama kisebb f(x) fokszamanal.
Ez azonban csak tgy lehetséges, ha r(x) = 0 — vagyis ha h(z) tobbszorose
f(x)-nek —, mert ellenkezd esetben abbol, hogy

ha) = () g(a) + r(a),
=

az kovetkezne, hogy a gyoke r(x)-nek, ami ellentmondana f(z) miniméalis
fokszamu tulajdonsaganak.

Jeloljiik a polinomgytirt f(x) tobbszoréseibdl allo részhalmazat Iy-fel.
Kénnyen belathato, hogy I részgytirt, s6t ideal T'[x]-ben.

Ha most elkészitjiik az Iy szerinti maradékosztalyokat, akkor megkapjuk
T[z] egy faktorgytrtjét (és mivel Ig-ben éppen azok a polinomok vannak,
amelyeknek « gyoke, az osztalyozas soran azok a polinomok fognak egy osz-
talyba keriilni, amelyeknek az a helyen felvett helyettesitési értékiik egyenls).

Belathato, hogy ezt a faktorgytirtt a g(x) — g(«) leképezés izomorf mo-
don képezi le T'(a)-ra, ami azt jelenti, hogy a keresett T'(«v) testhez ugy is
eljuthatunk, hogy a T'[z| polinomgyftirtt faktorizaljuk az « definialéo poli-
nomjanak tobbszoroseibdl 4ll6 ideélja szerint, azaz:

12.3. Tétel. Ha o algebrai elem a T test felett, és o definidlé polinomja
f(z), akkor a T'(cv) test izomorf a T'[xz]/(f(z)) maradékosztélygytiriivel (ahol
(f(x)) az f(x) 4ltal generalt idedl).

Algebrai bévitésekkel kapcsolatban tovabbi kérdések is felvethetSk. Ke-
reshetjiik példaul azt a legsziikebb testet, amelyben egy T feletti f(x) poli-
nomnak mér minden gytke benne van, vagyis azt a legsziikebb testet, amely
felett f(x) mar linearis polinomok szorzatéara esik szét. Bizonyithato, hogy
tetszGleges T test esetén, tetszdleges T feletti polinomhoz izomorfia erejé-
ig egyértelmtien létezik ilyen test. Ezt a testet az f(z) polinomhoz tartozo
felbontdsi testnek nevezzik.

Az algebra alaptételébdl tudjuk, hogy a komplex test felett mar minden
legalabb elséfoki komplex egyilitthatos polinom felbonthaté els6foki polino-
mok szorzatéra. Altalaban is kereshetjiik azt a legsziikebb testet, amely az
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Osszes T feletti polinom Osszes gyokét tartalmazza. Az ilyen tulajdonsagu
testet a T' test algebrai lezdrtjanak nevezziik. Bizonyithato, hogy tetszéle-
ges T testnek — izomorfia erejéig — egyértelmtien létezik algebrai lezértja.
A valos test algebrai lezartja a komplex test, a komplex test algebrai lezartja
pedig 6nmaga. Megmutathaté, hogy az algebrai szamok testet alkotnak, igy
a racionalis test algebrai lezartja az algebrai szamok teste. Az is belathato,
hogy algebrai egyiitthatés polinomok gyokei is algebrai szamok (vagyis al-
gebrai bovitések egymasutéanja is algebrai), igy az algebrai szamok teste is
onmaganak az algebrai lezartja.

Az algebrai lezartnak van méas (nyilvan a fentivel ekvivalens) definicio-
ja, nevezetesen: algebrai lezartnak szokéas azt a kiindul6 testet tartalmazo
legsziikebb testet nevezni, amelynek minden polinomja megoldhaté a testen
beliil. Nem bizonyitjuk a két deifnicié ekvivalencidjat.

Ha egy testet addig b&vitgetiink, amig eljutunk egy olyan testhez, ame-
lyet mar nem lehet tovabbi algebrai elemével bdviteni (azaz minden polinom-
janak minden gyokét tartalmazza), akkor ezt a test lezdrtjanak nevezzik.
Ismeriink olyan testet, amelyben minden polinomnak minden gyotke a test
eleme, azaz az irreducibilis polinomok éppen az elsGfoktuak: ez a komplex
szamtest. A racionéalis test lezartja a komplex szamtest. A valos szamtesté is.
A komplex szamtest lezartja 6nmaga, ezt algebrailag zdrt testnek nevezzik.

Egyszeri testbdvités transzcendens elemmel

Ha példaul a valds testnek azt a legsziikebb résztestét keressiik, amely tar-
talmazza a raciondlis testet is és a -t is, akkor a szorzas zartsiga miatt 7
minden hatvianyanak benne kell lennie a keresett testben. Az Gsszeadas és a
szorzés zartsdga miatt ekkor a 7 hatvanyainak Osszes — racionéalis egyiittha-
toés — lineéris kombinécidjanak is benne kell lennie a keresett testben. Ahhoz,
hogy a 0-t6l kiilonbo6z8 elemek halmazan a szorzas invertalhaté legyen, min-
den lineéris kombinacié multiplikativ inverzének, és igy az Osszes

A" + Q1+ FagTm + ag

bkﬂ'k + bkflﬂk_l 4+ -+ bim+ by
alakt elemnek (a;,b; € Q, by A~ 0, n,k € N) benne kell lennie a keresett
testben. Konnyen ellenérizhets, hogy az ilyen alakt elemek mér testet alkot-

nak, amely izomorf a racionalis egylitthatés polinomok gytrtjéhez tartozo
hanyadostesttel.

Gondolatmenetiink soran sem a racionélis test, sem a 7 speciélis tulaj-
donségait nem hasznaltuk ki, igy kimondhatjuk a kovetkez§ tételt:

12.4. Tétel. Legyen « transzcendens elem a T test felett. Ekkor a T'(«v) test
izomorf a T feletti polinomgytirii hdnyadostestével. (V. 6. 11.1. Megjegyzés.)
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Néhany mellékes megjegyzés a valos szamokrol

Mint mar lattuk, az ismerds testek koziil a komplex szamok teste egyszert
algebrai bévitése a valos testnek, az algebrai szamok teste pedig egyszerd al-
gebrai bovitések egyméasutanjaval (végtelen sokkal) kaphato meg a racionalis
testbdl, ezzel szemben a valos test nem kaphatd meg algebrai bévitésekkel a
racionalis testbdl.

A valos szamok felépitése a racionalis szdmokbol az analizis eszkozeinek
felhasznaléséaval torténik. Mint tudjuk, a racionalis szamok testére nem telje-
siil a Cantor-axioma (azaz nem minden egyméasba agyazott, zart, racionalis
intervallumsorozatnak van kozos racionalis pontja), amit ugy is fogalmaz-
hatunk, hogy vannak olyan végtelen, racionalis szamokbdl all6 konvergens
szamsorozatok, amelyek hatarértéke nem racionéalis szadm. A kérdés az, hogy
miként lehetne olyan testet konstrualni, amely mar tartalmazza minden kon-
vergens sorozatanak a hatarértékét, és amely tartalmaz egy, a racionalis test-
tel izomorf résztestet. A konstrukcio lényege az, hogy a valos szamokat a ra-
cionalis szdmokbol allé6 konvergens sorozatok hatarértékeiként képzeljiik el.
Ez részletesebben (de még mindig véazlatosan) koriilbeliil a kovetkezSképp
torténhet:

1. Ertelmezziik a racionalis szamok halmazan a szadmsorozatok konver-
gencidjanak fogalmat. Ezt most nem célszert a szokasos médon — a
hatarérték fogalmanak felhasznaldsaval — megtenni, hiszen akkor csak
azokat a racionalis sorozatokat tekinthetnénk konvergensnek, amelyek
hatarértéke racionélis, hanem a Cauchy-féle konvergenciakritérium se-
gitségével tessziik meg (azaz (a,) konvergens, ha Ve > 0 (¢ € Q) szam-
hoz létezik olyan ng kiiszobindex, amelyre Vk,m > ng esetén teljesiil,
hogy |ar — am| < €). Egy sorozat konvergenciajabol kovetkezik, hogy
Cauchy-konvergens is, de forditva nem. Eppen ezt akarjuk kihasznal-
ni: azok a raciondlis szamsorozatok, amelyek a valésban konvergen-
sek, nem konvergensek a racionalisban, azonban Cauchy-konvergensek.
FEzen sorozatok hatarartékeit hozzavéve a raiconalis szdmokhoz, meg-
kapjuk a valésokat.

2. Induljunk ki a Cauchy-konvergens racionalis szamsorozatok A halma-
zabol.

3. Definidljuk két sorozat Osszegét és szorzatat a szokasos moédon: ha
(an) € A é&s (b,) € A, akkor legyen (a-+b), = an+ by, illetve
(a-b)p := ay-b,. Belathato, hogy az igy értelmezett (A,+,-) egy-
ségelemes kommutativ gytrd, amelynek zéruseleme a konstans 0, egy-
ségeleme pedig a konstans 1 sorozat.
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4. Az A halmazon tekintsiink ekvivalensnek két sorozatot, ha a kiilonb-
ségiik nullsorozat. Ekkor nyilvanvaléan pontosan azok a sorozatok ke-
riillnek egy osztalyba, amelyenek létezik (valosban értelmezett) hatar-
értéke, és az ugyanannyi.

5. Belatjuk, hogy az igy kapott osztalyozas kompatibilis (meggondolhato,
hogy az (A, +,-) gytirtinek a nullasorozatok halmaza részgytrtje, s6t
ideélja, és eszerint az ideél szerint osztalyozva a gy(riit ugyanezt az
osztalyozéast kapnank), igy a kapott osztalyok az osztalymiiveletekre
nézve szintén egységelemes kommutativ gytrtt alkotnak, majd belat-
juk, hogy ez a (faktor)gytird test.

6. Megmutatjuk, hogy ez a test tartalmaz a racionalis testtel izomorf
résztestet (azoknak az osztélyoknak, amelyekben az osztalyt alkoto so-
rozatok (kozos) hatarértéke racionalis szam, megfeleltetjiik ezt a hatar-
értéket), majd végrehajtjuk a bedgyazast (a raciondlis testtel izomorf
részt kicseréljiik magara a racionalis testre). Az igy kapott test lesz
a valos szamok teste (melyrdl az is belathato, hogy mar teljes” test
abban az értelemben, hogy minden (Cauchy-értelemben) konvergens
sorozatanak hatarértékét is tartalmazza).



TestboOvités vektorterekkel

Eddig a testbévitést tigy végeztiik, hogy kerestiik azt a legsziikebb testet,
amely tartalmazta a kiindulé testet és azt az elemet is, amellyel béviteni
akartunk.

Most egy kicsit mas szemszogbdl is ranéziink erre a konstrukciora, egy
més modon is megvizsgaljuk testbGvitést. A teljesség kedvéért — hogy a feje-
zet onmagaban is teljes legyen — esetleg megismétliink néhany olyan dolgot,
amelyet mar kordbban is elmondtunk.

Elgszor ismételjiink 4t néhany fogalmat.

Test: (T, +, ) test, ha T zart az osszeadasra, az Osszeadas kommutativ,
asszociativ és invertalhato; T' zart a szorzésra, a szorzas a T\ {0} halma-
zon kommutativ, asszociativ, invertialhato, valamint a szorzas disztributiv az
Osszeadésra nézve.

Vektortér: Ha (T, +, -) test és (V, @) csoport, tovabba létezik olyan kiilsd
szorzat T és V kozott, hogy ha 1 € T a T" multiplikativ egysége, és Vi1, to €
€T, vi,va € V elemre teljesiilnek a kévetkezs tulajdonsagok:

1. Létezik a tv szorzat, és az eleme V-nek;
2. (t1 + to)vy = t1vy + tavy

3. ti(vi+vo) =tivi + 11V

4. t1(tavy) = (t1ta) vy

5. 1vi =vq

Bazisnak neveziink egy olyan vektorrendszert, amely linearisan fiiggetlen
(vagyis csak a trivialis linearis kombinacioja allitja el a 0 vektort) és ge-
neratorrendszert (azaz a vaktortér minden elemét elgallitja valamely lineéris
kombinacioja).

Mint ismeretes, egy vektortér minden béazisdnak ugyanannyi eleme van.

152
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A vektorrendszer linearis fliggetlenségének harom ekvivalens megfogal-
mazasa:

— Nincs olyan vektora a vektorrendszernek, amely elGéllna a tobbi lineéris
kombinaciojaként.

— Csak a triviélis linearis kombinaci¢ja allitja el6 a 0 vektort.

— Ha egy, a vektorrendszerhez nem tartozé vektor el6all a vektorrendszer
linearis kombinaci6jaként, akkor az az elGallitas egyértelmii.

Ennek megfeleléen a linearis 0sszefligg@ség harom ekvivalens megfogal-
mazasa:

— Van olyan vektora a vektorrendszernek, amely el§all a tobbi lineéris
kombinaci6jaként.

— Nem csak a trivialis linearis kombinéciéja allitja el6 a O vektort.

— Ha egy, a vektorrendszerhez nem tartozoé vektor el6all a vektorrendszer
linearis kombinaciojaként, akkor az az elGallitas nem egyértelmd.

Még egy fontos tulajdoinsagra emlékeztetiink:

A vektortér dimenzidja a vektortér bézisanak elemszama, és bar tobb
bézisa is lehet egy vektortérnek, ez a szam fliggetlen attol, hogy melyik bazist
valasztjuk ki.

Ezutan egy érdekes észrevételre (12.1. Allitas) alapozva egy egészen mas

testbGvitési modellt mutatunk be.

12.1. Allitas. Ha a (Ty,+,-) testnek bévitése a (T, +,-) test, akkor T
a Th-beli 6sszeadéassal és a Ty-beli szorzassal mint skaldrral valé szorzassal
vektorteret alkot Ty felett.

Bizonyitas. Idézzik fel a vektortér-axioméakat, és kozben vizsgaljuk meg,
hogy teljesiilnek-e. VA, u € Ty C 11, Va, b € T} esetén:

(To, +, -) test, (T1,+) csoport. Ez nyilvan teljesiil.

1. Aa € Tj. Ez is nyilvanvalo, hiszen mindkét tényezd Ti1-ben van, T
pedig zart a szorzasra.

2. (A\+p)a = Aa+ pa. Ez is teljesiil, mert A, u, a mindegyike T3-ben van,
ott pedig érvényes a szorzés Osszeadasra vonatkozo6 disztributivitasa.

3. AM(a+b) = Aa+ Ab. Ez is teljesiil, mert A\, a, b mindegyike T7-ben van,
ott pedig érvényes a szorzés Osszeadasra vonatkozo6 disztributivitéasa.
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4. Mpa) = (Ap)a. Ez is teljesiil, mert A, pu, a mindegyike T-ben van, ott
pedig érvényes a szorzas asszociativitasa.

5.1 € Ty mellett 1-a = a. Ez is teljesiil, mert az 1 a T}-ben is multiplikativ
egységelem. [

Peéldaul:

1. A komplex szamtest vektorteret alkot a valos szamtest f6lott (R C C).
Vajon hany dimenziés ez a vektortér?

Nyilvan azt kell kideriteniink, hogy egy komplex szamot hény valds
szammal irhatunk le egyértelmiien. Mivel minden komplex szam egyér-
telmien irhato fel egy valos szamparként, a komplex szamok szémteste
kétdimenzios a valos szamtest felett: a + bi, pontosabban a -1 + b - 4,
ahol a,b € R, 1,7 € C.

2. A valos szamtest vektortér a racionalis szamtest f6lott, mert Q C R.
Vajon mennyi a dimenzidja?

Az a kérdés, hogy hany racionéalis szaimmal irhato le egyértelmiien egy-
egy valos szam.

Mivel a racionélis szdmok szama megszdmlalhatdéan végtelen, igy meg-
szamlalhato (véges vagy végtelen) vektorrendszerrel csak megszamlal-
hat6 sok vektort tudunk felirni. Marpedig a valos szdmok szdma nem
megszamlalhato, igy a béazis elemszadm sem megszamlalhato.

Eszerint az is elképzelhetetlen, hogy a racionélis szamokat egyenként
bévitve eljuthatunk a valos szamokhoz. (Nemcsak azért, mert végtelen
sok elemmel kellene b&viteni — ezt még el tudjuk képzelni —, hanem
azért sem, mert nem lehet sorbarendezni a szdmokat, amelyekkel bé-
viteniink kell.)

3. A (Q,+,) testnek bévitése az a + bi alakt szamok, ahol a,b € Q, i
pedig az imaginérius egység. A b&vebb test dimenzioja (csaktagy, mint
az els6 példaban) 2.

4. A (Q,+,-) testnek bovitése az a + by/2 + cv/4 alaki szamok, ahol
a,b,c € Q. A dimenzi6 ezuttal 3, hiszen minden szam az 1, /2, V/4
szamok racionalis linearis kombinéciéja.

5. A (Q,+,-) testnek bovitése az a + bv/4 alakt szamok, ahol a,b € Q.
Mivel azonban v/4 maga is eleme Q-nak, a dimenzi6 1. (Ez nem valodi
bévités.)

A 12.2. és a 12.3. Definici6 segitségével idézziik fel, hogy mit jelent az
egyszeri testbovités, az algebrai, illetve a transzcendens elem, vamaint az
algebrai, illetve transzcendens szam.
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Ezuttal is csak az egyszerii testbévitéssel foglalkozunk.

Egyszeri testbovités

Egyszeri testbdvités algebrai elemmel

12.6. Definici6. T; vektortér Ty feletti dimenziojat a testbdvités fokdnak
nevezzik.

Megjegyzés. Kordbban a testbgvités fokanak a definialé polinom foksza-
mat neveztiik. Ez nem ugyanaz a definicié. E perctsl kezdve az a legfonto-
sabb, hogy bebizonyitsunk, hogy ez a definicié ugyanazt eredményezi, mint
a korabbi.

Példak:

1. A valos szamok testbovitésével kapjuk a komplex szamokat, a b&vités
foka 2, mert a komplex szamok mint vektortér kétdimenziés a valds
folott. Mivel minden valés szamot a + bi alakban irhatunk, ezért a
testbévités foka 2. Mivel v/—1 definialé polinomja masodfoku, latjuk,
hogy ebben a konkrét esetben a testbévités fokara adott két definicio
ugyanazt eredményezi.

2. A valosok dimenzidja végtelen a racionalis folott, a testbdvités foka
tehat végtelen.

3. A racionélis szamok Q halmazat a v/5-tel bévitve a Q(v/5) testet kap-
juk. Ez a legsztikebb olyan test, amely tartalmazza Q-t és v/5-6t is.
Ennek a testnek az elemei a + b\/5 alakiak, azaz két, a bévebb testbél
vett elem (az 1 és a v/5) racionalis linearis kombinéciojaként irhatok
fel. A bovités foka a vektortér dimenzidja: 2. Egyébként més bazisvek-
torokat is valaszthattunk volna, példaul v/5 helyett 1 / V/5-6t. Ekkor az
a+ b5 =a+5b-(1/v/5) felirast kapjuk.

4. Ha a racionalis szamokat a +/2-vel b6vitjiik, akkor a testbovitéssel ka-
pott testben minden szamot a + b+/2 4 cv/4 alakban frhatunk (a, b, c €
€ Q), ezért a testbGvités foka 3. Mivel ¥/3 definialé polinomja harmad-
foku, latjuk, hogy ebben a konkrét esetben is ugyanazt eredményezi a
testbdévités fokara adott két definicio.

Megjegyezziik, hogy /2 valoban a fenti testet generalja:
Mivel barmely két eleme kiilénb6z6, ai+b1 V24 ¢1 VA = ag+by 2+ /4-
b6l (a; — ag) + (by — b2)V/2 + (c1 — 02){‘752 = 0 lenne, vagyis v/2
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gyoke lenne egy masodfoku racionalis egyenletnek, ami nem igaz. (A
mésodfoki racionalis egyiitthatos polinomok gydkei nem +/2 alakiak.)

Valéban testet kapunk, ezt konnyen ellenérizhetjiik.

Benne van Q és v/2 is.

Lattuk, hogy a valds szamtest ugyan bévitése a racionélis szamtestnek, a
dimenzidja (mint vektortér) viszont nem megszamlalhatoan végtelen. Ezért
egészen biztosak lehetiink benne, hogy a racionalis szdmokat nem elegendd
a négyzetgyokeikkel (s6t, kobgyokeikkel, negyedik, 6todik stb gyokeikkel)
béviteni ahhoz, hogy megkapjuk az 6sszes valos szamot.

A racionalis egyiitthatos polinomok gyokeinek szama még mindig ,csak”
megszamlalhatdéan végtelen. Megszamlalhatéan végtelen sok elemmel vald
bévités utdn még mindig ,,csak” megszamlalhatoan végtelen testet kapunk.
(Egyébként érthetd is, hogy nem minden valds szam gyoke valamely racioné-
lis egytitthatos polinomnak, hiszen vannak transzcendens szamok. Masrész
viszont most éppen azt bizonyitottuk, hogy az algebrai szamok szama meg-
szamlalhatoan végtelen, tehat biztos, hogy vannak transzcendens szamok.)

Legyen tehat T' egy test, o ¢ T egy algebrai elem T felett. Legyen f
olyan T-beli egyiitthatés polinom, amelynek gyoke .

A kovetkezSkben megkonstrualjuk a T'(«) testet.

12.2. Allitas. Létezik olyan legalacsonyabb fokud, 1 féegyiitthatéju poli-
nom, amelynek a gyoke, és ez a polinom egyértelmii.

Bizonyitas. Mivel « algebrai elem, 1étezik olyan f polinom, amelynek «
gyoke. (Ennek a polinomnak a fokszama nagyobb 1-nél, mert o nem eleme
T-nek.) Az Gsszes olyan polinom koziil, amelynek o gyoke létezik legalacso-
nyabb fokszami, és ez a fokszam tehat legalabb 2.

Most belatjuk, hogy az 1 {6egyiitthat6ju polinomok kézott csak egy olyan
minimalis fokszama van, amelynek gyoke az «.

Ha a gyoke két legalacsonyabb foka polinomnak, akkor ezeket a fGegyiitt-
hatojukkal végigosztva két f6polinomot kapunk, amelyeknek gycke a. Mivel
mindkettének gyoke a, igy a kiilonbségiiknek is gydke. Ennek a polinomnak
a fokszama viszont kisebb lesz, mint az eredeti polinomok fokszama. Ez — a
fokszam minimalitdsa miatt — csak Ggy lehet, ha az eredmény az azonosan 0
polinom, vagyis a két f6polinom egyenld, a két kiinduld polinom egymaésnak
asszociltja, azaz a szamszorosa. Eszerint minden minimélis fokszdmu poli-
nom, amelynek gyoke «, ugyanannak a f6polinomnak az asszocialtja (szam-
szorosa). [
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12.7. Definicié. Azt a minimaélis fokszamu f6polinomot, amelynek « gyoke,
a definiald polinomjdnak nevezziik.

Az el6z6 allitas szerint ez a polinom egyértelmii, tehat a definicié korrekt.
Ezuttal is fontos megallapitanunk a kévetkezdt:

12.3. Allitas. Minden definialé polinom irreducibilis.

Bizonyitas. Ha o definialo polinomja (f) felbonthatd lenne két alacso-
nyabb, de nyilvin nem nulladfokt polinom szorzatara, f = g-h, akkor
0 = f(a) = g(a) - h(a) teljesiil, amibdl az kovetkezik, hogy g(a) vagy h(«)
egyenld nullaval, mert g(a) és h(a) eleme a K («) testnek, amely (mint min-
den test) nullosztomentes. A két polinom egyikének tehat biztosan gyoke a,
tehat van olyan polinom, amely alacsonyabb foki, mint f és mégis gyoke a.
Ez azonban ellentmond annak, hogy f minimalis fokszamu volt. [

Megjegyzés. Két kiilonbozs elem definidlé polinomja megegyezhet, példaul
(1 —1) és (1 + i) definialé polinomja a valos felett (és a racionalis, s6t a nem
test egészek felett is) 22 — 2z + 2.

12.5. Tétel. Legyen (T,+,-) test, az a elemmel valé egyszerii algebrai bévi-
tése pedig a (11,4, -) test. Ekkor a testbévités foka (17 dimenzidja T f6l6tt)
egyenld az algebrai elem definidlé polinomjanak fokszaméaval.

Megjegyzés. Ezzel a tétellel lerdjuk egy adéssdgunkat: biztositjuk, hogy
a testbdvités fokara kordbban adott korabbi (12.5.) és az ebben a részben
adott 12.6. Definiciok ekvivalensek.

Bizonyitas. Bdévitsiik a T testet az a elemmel, és legyen az « elem definialo
polinomja

f(z) = ap + a1z + asx® + - + ad—1xd_1 + :Ud, amelyre tehat
f(a) =a0+a1a+a2a2+...+ad71ad71+ad:O

(az egytitthatok T-beliek). Mivel T} > T, igy T1 vektortér a T felett. Szeret-
nénk megallapitani a dimenzijat.

Belatjuk, hogy az
La,o?,..., %! (12.1)

vektorrendszer bézis Ti-ben.

(Ezzel be is bizonyitjuk a tételt, mert akkor ez egy d-elemi bézis, tehat
a vektortér dimenzioja d, és a polinom fokszama is d.)
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A béazis harom ismert és ekvivalens definicidja koziil azt fogjuk hasznal-
ni, hogy egy vektorrendszer béazis, ha minden vektortérbeli elemet pontosan
egyféleképpen allit el§ a linearis kombinacidival.

1. Belatjuk, hogy ha egy vektor (71-beli elem) felirhat6 a (12.1)-ben adott
vektorrendszer (T-beli elemekkel vett) linearis kombinéciojaként, akkor
az csakis egyértelmi lehet. Tegyiik fel ugyanis, hogy valamely elem
(z) kétfeleképpen is elGall a bazis elemeinek linearis kombinaciojaként,
azaz:

z=ko+kia+kea?+- Fkg_1047 = g+ lhiat b’ + -+ 110t

vagyis
(ko —lo) + (k1 — )+ (k2 — la)a® + -+ + (k-1 — la—1)a"" = 0.

Ez a-nak egy d-nél alacsonyabb foki polinomja, ami — mivel a definialo
polinom minimalis fokszami — csak ugy lehetséges, ha ez az azonosan
0 polinom, vagyis a két eredeti polinom egyenld volt, z két felirdsa egy
és ugyanaz.

2. Most pedig bebizonyitjuk, hogy minden T7-beli elem elGall

ko + k1o + kao® 4 - + kg1

alakban.

(a) El8szor tetszbleges polinomra bebizonyitjuk, hogy az « helyen
felvett helyettesitési értéke felirhatd a-nak egy legfeljebb (d — 1)-
edfoktl polinomjaként. Legyen ezért g egy tetszdleges polinom.
Ha g fokszama kisebb, mint d, akkor készen vagyunk. Ellenkez§
esetben osszuk g¢-t maradékosan « definidlopolinomjéval, f-fel:
g = fq+ r, ahol r fokszama legfeljebb annyi, mint f-é, vagyis
d — 1. Mivel

g9(@) = f(@) - g(a) + r(a) = 0-g(a) + r(a) = r(a),

igy azt kaptuk, hogy tetszdleges g polinomra g(«) egyenls a-nak
egy legfeljebb (d — 1)-edfoki polinomjaval.
Ez végsGsoron azt is jelenti, hogy « tetszdleges polinomja felirhato
a (12.1) vektorrendszer T-beli linearis kombinaciojaként.

(b) Belatjuk, hogy az a-nak legfeljebb (d—1)-edfoku T-beli egyiittha-
tos polinomjaként felirt elemek (jeloljiik T"-vel) testet alkotnak.

Hogy vildgosan értsiik: ennek a halmaznak az elemei a legfeljebb
(d — 1)-edfoku polinomok a-ban felvett helyettesitési értékei.
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A helyettesitési értékeken a miiveleteket igy értelmeztiik: ha zq,
illetve z9 valamely pq, illetve p2 polinom a-ban vett helyettesitési
értéke, akkor 21 + 21 1= (p1 + p2) (@) és 21 - 21 := (p1 - p2)(a).

A polinomokra a mitveleti tulajdonsagok (7T'[x] polinomgytird
részhalmazarol 1évén szo) biztosan teljesiilni fognak, ezeket te-
hat nem fogjuk ellenérizni. Az a-ban vett helyettesitési értékekre
hasonléan teljesiilnek a mrtiveleti tulajdonsagok.

A zartsagot és az invertalhatosagot be kell még bizonyitanunk.
Az nyilvanvalo, hogy két legfeljebb (d—1)-edfoka T-beli egyiittha-
tos polinom osszege is ilyen tulajdonsagu, vagyis két T"-beli elem
osszege is T'-beli. A szorzatokra hasonlo teljesiil az (a) pontban
latottak miatt. (Vagyis ha két polinom szorzasakor a fokszédm na-
gyobbéa valna, mint d — 1, akkor van olyan polinom, amelynek a
fokszama kisebb d-nél, és a helyettesitési értékeik a-ban egyen-
16k.) Eszerint T" zart a két miiveletre.

Az additiv inverzeik is nyilvan T’-beliek.

Az mar kevésbé nyilvanvalo, hogy egy T"-beli elem multiplikativ
inverze is T'-hoz tartozik. Legyen g(a) € T”, azaz g az a-nak egy

1
legfeljebb (d — 1)-edfoku polinomja. Bebizonyitjuk, hogy —(«a) =
g

ﬁ € T'. Mivel f — az « definial6 polinomja — irreducibilis,
g(a
igy minden polinomhoz, nevezetesen g-hez is relativ prim (csak

konstans polinom lehet a kozos osztojuk): (f,g) = 1. Ekkor (az
euklideszi algoritmus kévetkezményeként) léteznek olyan u és v
polinomok, amelyekre

fu+4+gv=1.
Helyettesitsiink a-t a polinomokba:

1= f(a)-u(a) +g(a) - v(a) = 0-u(a) + g(@) - v(a) =

— g(a) - v(a).

1
Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy ﬁ = v(a). Ha v fokszama
g(a

ttl nagy lenne (nagyobb, mint d — 1), akkor v(«)-hoz mint az o
egy polinomja az (a) pont szerint talalhato egy legfeljebb (d — 1)-

edfokt polinom, amely egyenld vele. Igy biztos, hogy ﬁ eT'.
g(a

Osszefoglalva: T’ zart az Osszeadasra, a szorzasra, az additiv és

a multiplikativ inverz képzésére, teljesiilnek ra a kirott miveleti

tulajdonsagok, vagyis T test.

(c) Végiil azt latjuk be, hogy T minden eleme a-nak egy legfeljebb
(d — 1)-edfoku T-beli egyiitthatos polinomja.
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Nyilvanvalo, hogy T7 < T”, mert T” olyan test, amely tartalmazza
T minden elemét és a-t is.

Mivel T" az a-nak legfeljebb (d—1)-edfokt polinomjait tartalmaz-
za, csak ilyenek lehetnek Ti-ben is.

Ebbdl kovetkezik, hogy T7-nek minden eleme felirhat6é a-nak egy legfel-
jebb (d — 1)-edfoku polinomjaként, az (a) pont szerint viszont minden
ilyen felirhato az (12.1) vektorrendszer T-beli elemekkel vett lineéris
kombinaci6jaként

Ezzel bebizonyitottuk a tétel allitasat is. [J

Megjegyzés. Végss soron 17 nem mas, mint a 7T'[x] polinomgytrtinek f
altal generalt ideal szerinti faktorgytirije, amely torténetesen test.

Megjegyzés. A tétel bizonyitasaban az okozza a nehézséget, hogy egyszerre
kell gondolnunk a T-feletti polinomgytrire — abban a polinomgytrtk szam-
elméletére —, az a-nak T-beli egyiitthatés polinomjaira, ezek helyettesitési
értékeire (77 elemei), illetve az o egyes hatvanyainak T-beli egytitthatokkal
vett linearis kombinacibira.

El6szor is fontos latni, hogy a bévitett testben a miiveleteket miként
értelmeztiik: ha zq, illetve z9 az a-nak valamely pq, illetve po polinomja,
akkor egyrészt p1(a) = 21, pa(@) = z2, masrészt

21 + 21 := (p1 + p2)(@) = p1(a) + p2(a) és
€T Tx]
21 - 21 = (p1-p2)(@) = p1(a) - pa(a).
SUA T[]

Ezek ko6z6tt — mint a definicié esetében is — gyakran valtunk, és a val-
tas nem nyilvanvalo. (Maguk a strukturak a hozzajuk tartozo miiveletekkel
izomorfak.)

Az a egy T feletti linedris kombinacidjat ugy tekintjiik, mint egy T feletti
polinom « helyen vett helyettesitési értékét, majd attériink a polinomok
szamelméletére.

Példaul felhasznaltuk, hogy egy olyan polinom foka, amelynek gyoke az o
kisebb, mint az « definialé polinomjaé, akkor az csak az azonosan 0 polinom
lehet. Egy d-nél kisebb foku polinom maga nem sziikségszertien a nullpoli-
nom. De ha gyoke az «, akkor mér igen. Azok a polinomok, amelyeknek gyoke
az «, az [ polinom tobbszorosei. Eszerint vagy legalabb annyi a fokszamuk,
mint f-é, vagy az azonosan nulla polinomrol van szo.
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1
Annak bizonyitasakor példaul, hogy ﬁ € T azért kell atvaltani a
g(a

polinomok szamelmeéletére, mert keresniink kellett egy olyan elemet T"-ben
(v()), amellyel megszorozva az 1 polinomot kapjuk. Kiindultunk « egy po-
linomjabol, és bar a polinomnak a reciproka nem polinom, de van olyan
polinom, amelynek a helyettesitési értéke a-ban az eredeti polinom a-ban
vett helyettesitési értékének a reciproka.

Probaljuk ki, hogy ez mit jelentene példaul a ¥/2-vel valo bévités esetén
a /24 V/4 elemre. (Magyarul keressiik meg, hogy a reciproka hogyan irhato
fel a + b2 + cv/4 alakban.)

A /2 definialé polinomja 23 — 2. A polinom, amelynek a reciprokpoli-
nomjat keressiik, az z2 + .

Irjuk fel az euklideszi algoritmust:

2=z )+ (2> -2 =z2@*+2)-1@* +2)+z—-2=
=(@x-1)(z*+z)+2-2

Prr=x(z-2)+3r=x(x—-2)+3@x—-2)+6=
=(x+3)(r—2)+6

A maradék 6, azaz konstans, vagyis végetért az algoritmus. A legnagyobb
kozos oszt6 az 1 konstans polinom. Ezért kifejezziik a 6-ot, majd az utolsod
lépésben osztjuk 6-tal. Atrendezziik a kapott egyenldségeket:

6=(z>+1z)— (z+3)(z—2).

A (xz — 2)-t helyettesitsiik az elsé maradékos osztasbol kaphato kifejezéssel:

6= (2 +2) = (z+3)[(2° - 2) = (¢ = )(2* +2)] =
= (@ +2)— (2 +3)(2° =2) + (¢ +3)(x — 1)(a® + 1) =
=@ +x)—(z4+3)(®—2)+ @ +2z-3)(2® + ) =
=2+ 2)(2® +2r —2) — (z +3) (2% - 2)
Ebbsl
1= —é(m?’ —2)(x +3) + %(a:Q +2)(2® + 2z — 2)

Az els6 tag a = /2-ben felvett helyettesitési értéke 0. Eszerint
1
1:6(%+\7§) (\%I+2€f—2).
Ebbsl adodik, hogy

1 1o 1,- 1
=2 -
i 6f+3f 3
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Ellendrizziik beszorzassal!
1 1 1
(x‘ﬂ+3/§) —Vi+-V2-Z| =
6 3 3
13 13 13 13 13 13
gm—Fg\/g‘Fg\/g‘i‘g\[—g\f—g\@:
—_——

0
1o 1 2 1,
2+ -+ Z2=1.
3\[+3+3 3\[

Persze a konkrét tortet masképpen is lehet ,,gyokteleniteni”.

Egyszerii testbévités transzcendens elemmel

Bévitsiik a T testet az o transzcendens elemmel. A reménybeli testet jeloljiik
Ti-gyel.

1. Azt jelenti a transzcendensség, hogy semmilyen T feletti polinom-
nak nem gyoke az «. Az osszes T feletti p polinom (p € T[z]) esetén a
p(a) helyettesitési értékek kiilonboznek egymaéastol (ellenkezd esetben, azaz
pi(a) = p2(a) esetén a két polinom kilonbségének (p1 — p2)(a) = 0 miatt
gyoke lenne «, ami ellentmondana « transzcendensségének). Ezeket az eleme-
ket tehat mind hozza kell venniink a T testhez, ha az a-val val6 testbévitést
akarjuk megkapni. Jeloljiik a hozzavett elemek halmazat T'-vel.

2. Belatjuk, hogy az igy kapott T'U T” halmaz gyfiriit alkot, ami nem
test.

Két elem Osszegének (szorzatanak) értelmezése nyilvanvalo, ha mindketts
T-beli. A polinomok helyettesitési értékeivel értelmezhets, ha mindketts 77-
beli, illetve egy t + p(«) gy értelmezhets, hogy (p + t)(«), valamint tp(«)
tgy értelmezhets, hogy (tp)(«).

Eszerint T'U T’ zart az Osszeadéasra és a szorzasra. A miiveleti tulajdon-
sagok nyilvan teljesiilnek.

A T-beli elemek additiv inverzei T-beliek, a T'-beliek inverzei T’-beliek.
At + p(a) additiv inverze —t — p(a) pedig T'U T"-beli, vagyis az Osszeadés
invertalhato.

1

A multiplikativ inverzek azonban nem ilyen alakuak, hiszen ) =q(a)
pla
esetén g(a)p(a) — 1 = 0 miatt « gydke lenne a pg — 1 polinomnak.

3. TUT integritasi tartomany. A multiplikativ egységelem az 1. Nullosz-
tomentes, mert ha [t; + p1(@)][t2 + p2(a)] = 0, akkor (p2 — p1)(a) = ta — 11
miatt (o transzcendens) pa = py és to = t1.
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4. Az integritasi tartoméanyt a 11. fejezetben latott médon beagyazhatjuk
egy testbe, azaz elkészithetlink hozz4 egy olyan testet, amely izomorf médon
tartalmazza az eredeti integritasi tartomanyt, és létezik multiplikativ inverz
(a zérustol kiillonbozs elemekre).

Megjegyzés. Itt persze nincs masrol sz6 — mint ahogyan a 11. fejezetben —,
minthogy hozzavessziik a lehetséges hanyadosokat a gy(ritihoz. Persze lesz-
nek olyan hényadosok, amelyeket tobbféleképpen is megkaphatunk, ezeket
ekvivalensnek tekintjiik.

20

Az egyszeri algebrai bdvités kovetkezményei

12.6. Tétel. Ha a Ty < Ty testbévités foka n, a Ty < T3 testbdvités foka I,
akkor Ti-nek bévitése T3, és a Ty < T3 testbévités foka n - 1.

Bizonyitas. 17 < T3 nyilvanvalo, mert T3 részteste Ts-nak. Azt kell bebi-
zonyitanunk, hogy

dim(Tg, Tl) = dim(Tg, Tg) . dim(TQ, Tl).

Vegyiink fel ehhez egy bazist a (Ts,T1) vektortérben: e, ..., e,; egyet pedig
a (T3,T>)-ben: fi, ..., f;. Ekkor egy tetszsleges T3-beli v elem igy irhato:

v=b-fi+--+b-fi

Ezek a b; egytitthatok Th-beliek, nekiink pedig Ti-beliek kellenek, irjuk fel
tehat a Ts-beli egylitthatokat Th-beli baziselemek Ti-beli linearis kombina-
civjaként:

b1 = arrer +agre2 + - - + aniey
by = ayer + ages + - - - + ayien

Ezekkel v igy irhato:

v =anerfi +azieafi + ...+ anienfi+
= aize1 fo + axasfo + ... + anze, fo+

= ayerfi +ayeafi+ ...+ apenfi

Az a;; elemek T'-beli egyiitthatok (szamuk n-k), az e; f; elemek pedig T3-beli
vektorrendszert alkotnak. Nyilvanvaléan generatorrendszer, hiszen minden
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v € T3 elGall a fenti alakban. Azt kell mar csak bizonyitani, hogy bazis.
Ezt ugy latjuk be, hogy megmutatjuk, hogy a 0 € T3 elemet csak a trivialis
linearis kombinaciojuk allitja els. Legyen ugyanis

0 =aiierfi+aerfot+---+ayerfi+---+--+--Fanienfi +- - +anenfi,

ekkor — mivel f; vektorrendszer To-ben — minden j-re az f; egyiitthat6ja 0.
Eszerint minden j-re

ajjel + azjes + -+ -+ apjen = 0.

Mivel azonban az e; elemek béazist alkotnak Th-ben, ez csak tgy lehet, ha
minden a;; egyiitthat6 is nulla. Végs6 soron azt kaptuk, hogy minden i-re,
j-rea;; =0. O

Kovetkezmény. Ha a T7 < Tp < T3 < ... testbdvitési lancban csak méa-
sodfoka bdvitéseket végziink, akkor T7-bdl nézve minden test bévitésének
foka 2-hatvany.

Kovetkezmény. A T7 < T, < T3 < ... testb&vitési lancban csak masod-
foku bévitéseket végziink. Ha z € T definidlé polinomjanak fokszéma nem
2-hatvany, akkor z ¢ T; semelyik i-re. (Hiszen annak definial6 polinomja nem
2-hatvany.)

Bizonyitas. Tegyiik fel ugyanis, hogy z mar eleme T;-nek, de még nem ele-
me T;_1-nek. Ekkor példaul T; = T;_1(«), a definialo polinomja masodfoka.

Ha valamely z-re z ¢ T;_1, de z € T;, akkor z = ag + aj« alaka (ag,

o ao
ay € Tj—1), amibsl a = —z — —.
ax ax

Minekutan « definialé polinomja by 4+ biz + boxz?, amelyre tehat by +

1 a
bio + bea® = 0; ha most « helyébe az imént kapott —z — = kifejezést
a

ai 1
helyettesitjiik, akkor azt kapjuk, hogy z egy maéasodfokt polinom gycke. z
definial6é polinomja tehat csak 2 lehet T;_1 felett.

Indukcids 1épésekkel igazolhato, hogy ekkor z-nek a 717 feletti definiald
polinomja csak 2-hatvany lehet. [

Ko6vetkezmény. Ha egy elem definial6é polinomja harmadfoku, akkor csupa
mésodfoki bdévitéseket végezve nem kaphatunk olyan testet, amely ezt az
elemet tartalmazza.

Ko6vetkezmény. A racionalis szémokat tetszéleges masodfoku bévitésekkel
bévitve sohasem kaphatunk olyan testet, amelynek eleme lenne a /2. (Hiszen
annak definialé polinomja, 2% — 2 harmadfoka.)
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Feladatok

1.

Irjuk fel a kovetkezd elemek racionalis feletti minimalpolinomjat!

. Keressiik meg a kételemti testben az irreducibilis mésodfoki polinomo-

kat!

. Keressiik meg a haromelemt testben az irreducibilis masodfoka poli-

nomokat!

. Milyen testet kapunk, ha a haromelemt ({0, 1,2}, + 1od 3, mod 3) tes-

tet bovitjitk v/2-vel?

Hany eleme lesz ennek a testnek?

. Hanyadfoku bdévitése az a legsziikebb test a racionélis szamtestnek,

amelynek eleme V2 4+ /37

. Hanyadfoka bé&vitése az a legsziikebb test a racionalis szdmtestnek,

amelynek eleme /3 — /77

Hatarozza meg a Q(y/5) testben a v/5 + 1 elem multiplikativ inverzét!

. Eleme-e a v/25 a Q(\S/g) testnek? Es a v/57
. Hatarozza meg a Q(%) testben a v/25 + v/5 + 1 elem multiplikativ

inverzét!



13. fejezet

A geometrial szerkeszthet6ség
algebrai elmélete

A testbovitések elméletének segitségével szamos — korabban hosszu ideig
megoldatlan — problémara sikeriilt megtalalni a valaszt. Az egyik ilyen kér-
déskor a korzével és vonalzdval torténd, tgynevezett euklideszi szerkeszté-
sekkel kapcsolatos. Az euklideszi sikon torténd euklideszi szerkesztéshez egy
(tetszolegesen hosszi) egyéld, egyenes vonalzot és egy (tetszdleges tavolsagra
kinyithato) korzot hasznalhatunk.

Megjegyzés. Természetesen az egyélii vonalzo egy idealizalt vonalzo. Azért
van sziikség erre a kikdtésre, hogy nehogy azt gondoljuk, hogy ha két példaul
van két parhuzamos oldalparja, akkor jogunkban all igy parhuzamost rajzol-
ni, hogy mindkét él mentén htizunk egy vonalat. Nem mintha nem tudnank
csapan euklideszi eszkozokkel parhuzamosokat rajzolni, de a két parhuzamos
egyenes tavolsaga mar nem minden koriillmények k6zott megszerkeszthetd.

Arra sem szaméathatunk, hogy derékszogt vonalzo két, egymésra merdle-
ges éle segitségével rajzolunk derékszoget — nem mintha nem tudnank csupan
euklideszi eszkozokkel derékszoget rajzolni.

A két eszkozre tett kikotés minddssze azt jelenti, hogy segitségiikkel egye-
nest és kort tudunk rajzolni.

Fontos, hogy a szerkesztés sem csak tgy a vakvilagba torténik, hanem a
kiindulé vagy a méar megszerkesztett pontokhoz, alakzatokhoz kapcsolodik.

Ennek megfelelGen a kévetkezGkben rogzitjiik, hogy melyek a szerkesztés
megengedett eszkozei.

A vonalzo6 és a korz6 segitségével a kovetkezs hat miiveletet hajthatjuk
végre:

166
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1. Két adott ponton &t a vonalzdval egyenest huzhatunk.

A B

KI<IIQ[PD]>[A] [— e+

13.1. abra. Két adott ponton 4t a vonalzoval egyenest huzhatunk.

2. Két pont tavolsagat korzényilasba vehetjiik.

KI<IIQ[PD]>[A] [— e+

13.2. abra. Két pont tavolsagat korzényilasba vehetjiik.
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3. Adott pont koriil adott szakasszal — mint sugarral — kort rajzolhatunk.

K <D > [AA] |— ||+

13.3. abra. Adott pont koriil adott szakasszal — mint sugarral — kort rajzol-
hatunk.

4. Két adott vagy mar megszerkesztett egyenes metszéspontjat megszer-
kesztettnek tekinthetjiik.

13.4. dbra. Két adott vagy mar megszerkesztett egyenes metszéspontjat meg-
szerkesztettnek tekinthetjiik.
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5. Ha egy adott egyenes és egy adott kor két pontban metszi egymast,
akkor metszéspontjaikat megszerkesztetteknek tekinthetjiik.

P>

P

13.5. abra. Ha egy adott egyenes és egy adott kor két pontban metszi egy-
maést, akkor metszéspontjaikat megszerkesztetteknek tekinthetjiik.

6. Ha két adott kor két pontban metszi egymast, akkor metszéspontjaikat
megszerkesztetteknek tekinthetjiik.

Py

P>

13.6. abra. Ha két adott kor két pontban metszi egymast, akkor metszés-
pontjaikat megszerkesztetteknek tekinthetjiik.

13.1. Definici6. Euklideszi szerkesztésnek nevezzik a fenti hat lépés vé-
ges sokszori alkalmazasat. (A mar megszerkesztett pontokat, egyeneseket,
koroket a tovabbiakban adottnak tekintjiik.)

Megjegyzés. Definicionk nem engedi meg példaul derékszdgl vonalzo hasz-
nélatat, vagy azt, hogy tetszélegesen vegyiink fel — akar egy adott egyenesen
vagy koron — pontokat.
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Nyilvanvalbéan szerkeszthets viszont példaul egy adott pontbdl egy adott
egyenesre bocsatott merdleges, adott egyenessel egy ra nem illeszkedd, adott
ponton dtmend parhuzamos egyenes, egy adott szakasz felez6 merdSlegese stb.
Ezek koziil az egyszert szerkesztések koziil néhanyat szemléltetiink (13.7-
13.9. animéaciok).

KI<IIQPD>][A] [— e+

13.7. dbra. Egyenesre bocsatott mersleges kiilsé pontbol
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13.8. abra. Szakaszfelez6 mer6leges szerkesztése
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KI<IIQPD]>][A] [— e+

13.9. abra. Parhuzamos szerkesztése kiilsé pontbol

Megjegyzés. A szerkesztési 1épések véges sokszori alkalmazasit nagyon
fontos kikétni. Ugyan rendkiviil természetesnek tiinik — hiszen valamikor vé-
get kell érjen a szerkesztés, marpedig ez csak akkor sikeriilhet, ha csak véges
sok lépés van — de a matematikdban nem egyszer el6fordul, hogy rekur-
ziv modon konstrualjuk meg egy feladat megoldasat. Arrol sz sincs, hogy
ilyenkor a valésagban is megkonstrualhatéo a megoldas. Gondoljunk annak
bizonyitasara, hogy ha egy korlatos zart intervallumon folytonos fiiggvény
az intervallum bal végpontjaban nemnegativ, a jobb végpontjaban nempo-
zitiv értéket vesz fel, akkor valahol az intervallumban felveszi a 0 értéket.
(A rekurziv bizonyitas soran az intervallumot megfelezziik, és megallapitjuk,
hogy a keletkezett részintervallumok melyike tesz eleget az eredeti feltételek-
nek. Végiil egy egymésba skatulyazott — végtelen — zart intervallumsorozat
kozos pontjaként hatérozzuk meg a keresett pontot.)

Azért éppen ezt a példat hoztuk fel, mert — mint azt majd latni fogjuk
— nem szerkeszthetd meg tetszéleges szog harmadrésze, azonban egy hason-
16 jellegti szerkesztési 1épéssorozattal végtelen sok lépésben megkaphatnank
egy tetszéleges szog harmadrészét: megfelezziik az adott szoget, és megha-
tarozzuk, hogy a sz0g harmada melyik félszogbe esik. (Itt valojaban az 1/3
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tort kettes szamrendszerbeli, ugynevezett binaris tortfelirasat hasznaljuk. Az
1/3 végtelen szakaszos kettedes tort.) Ez az eljarast nem ér véget véges sok
lépésben.

A tovdbbiakban csak olyan szerkesztési feladatokkal foglalkozunk, ame-
lyekben legaldbb két pont adott.

Ahhoz, hogy a szerkesztéseket algebrailag jellemezhessiik, szerkesztési fel-
adatunk kiindulasi adatai koziil valasszunk ki két adott pontot, és illessziink
rajuk derékszogl koordinata-rendszert gy, hogy a két adott pont koziil az
egyik legyen a koordinéata-rendszer (0,0), a masik az (1,0) pontja.

Ezen a sikon keressiik azokat a pontokat, amelyek szerkesztéssel
megkaphatdk ebbdl a két pontbdl kiindulva. Vigyazzunk! Attol, hogy
egy egyenes geometriai értelemben meg van szerkesztve, korant sem tekint-
hetjiik megszerkesztettnek minden egyes pontjat, hiszen olyan szerkesztési
lépés nincs, hogy valasszuk ki egy egyenes egy tetszéleges pontjat. Uj pontot
csak tugy tudunk megszerkeszteni, ha az két, mar megszerkesztett alakzat
metszéspontja.

Valamilyen moédon meg kell hataroznunk, hogy milyen adatokkal hata-
rozhatjuk meg a stk pontjait, illetve milyen kritériumai vannak egy pont
szerkeszthetGségének.

A tovabbiakban a pontokat koordinataikkal fogjuk jellemezni, és arra
vagyunk kivancsiak, hogy a megszerkeszthet§ pontok koordinatainak milyen
algebrai tulajdonsagaik vannak. Nyilvan a valos szamkoron beliil fogunk ma-
radni.

A két adott pont koordinataja a (0,0) és a (0,1), ezekbdl a pontokbol
indulunk ki, ezek a kiindulasi adatok.

13.2. Definicié. Abbdl a feltételezésbdl indulunk ki, hogy adott egy egység
hozzusagu szakasz. Ezt a koordinata-rendszer (0,0) és (1,0) pontjaval adjuk
meg. Megszerkeszthetdnek neveziink a egy szamot, ha a kiindulasi adatokbol
euklideszi eszkozokkel megszerkeszthetd — példaul az x tengelyen egy |af
hosszusagu szakasz, vagyis az (|al,0) pont.

13.1. Allitas. Ha az a hosszisagt szakasz megszerkeszthetd, akkor az el-
lentettje is megszerkeszthetd.

Bizonyitas. Ha a szerkeszthetd, azaz az (|al,0) pont megszerkeszthetd, ak-
kor ezzel a (—a)-nak meglfelels (|al,0) pontot is megadtuk. [J

13.2. Allitas. A szerkeszthets adatok (mint a valés szamok egy részhalma-
za) zartak a testmiveletekre. Minekutan a valos szamhalmaz részét képezik,
igy testet alkotnak. Lasd a 13.10-13.13. animéciokat.
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Bizonyitas. Tekintettel arra, hogy ha adott két tavolsag (példaul a felvett
koordinata-rendszer x tengelyén), akkor azok Osszegét, kiilonbségét, szorza-
tat és hanyadosat (hasonlosaggal) is meg tudjuk szerkeszteni (ugyanezen a
tengelyen) — lasd a 13.10-13.13. animéciokat —, a megszerkeszthets tavolsa-
gok adatainak halmaza az Gsszeadasra és a szorzasra nézve zart.

A hossziisdgok hanyadosa az osztand6 és az oszté reciprokédnak szorzata
— igy a szorzés mellett csak a reciprok szerkesztését illusztraltuk.

A miiveletek a valos szamok részhalmazaként megérzi a miiveleti tulaj-
donsagokat. Eszerint a szerkeszthet§ hossztisdgok halmaza testet alkot, a
valos szdmok részteste. [J

K< P> ][] [— e+

13.10. 4bra. Szakaszok Osszegének szerkesztése

K< P> ][] [— e+

13.11. abra. Szakaszok kiilonbségének szerkesztése
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K< P> ][] [— e+

13.12. abra. Szakasz reciprokdnak szerkesztése

KI<IIQPD]>][A] [— e+

13.13. 4bra. Szakaszok szorzatanak szerkesztése

A szamegyenes pontjai megfelelnek a valds szamhalmaznak.
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Keressiik meg tehat ezekutén a valds szamtestnek azt a legsziikebb rész-
testét, amely a két kiindulasi adatunkat tartalmazza.

13.3. Definici6. A kiinduldsi adatok teste (1) az a legsziikebb test, amely
tartalmazza a két kiindulasi pontnak megfelel§ szamot.

Ha — ahogyan a példankban — eredetileg két pont volt adva és ez a két
pont lett a koordinata-rendszer (0, 0), illetve (1,0) pontja, akkor most a valos
test legsziikebb olyan résztestét keressiik, amely tartalmazza a 0-t és az 1-et.
(Ebben az esetben Tj éppen a raciondlis test, ezt kordbban mar lattuk.)

Meggondolhato, hogy az, hogy egy adott szerkesztési feladatban mi lesz a
kiindulasi adatok teste, nem fiigg attol, hogy az adott pontok koziil melyiket
valasztjuk a koordinata-rendszer (0,0), illetve (1,0) pontjanak. Ez azt is
jelenti, hogy az egység hosszusigot tetszSlegesen felvehetjiik, a kiindulasi
adatok teste két pont esetén mindenképpen a racionélis szamhalmaz.

13.3. Allitas. A kiinduldsi adatok testének, esetiinkben a racionélis szam-
testnek tetszéleges eleme szerkeszthetd. Ehhez elég azt megmutatnunk, hogy

ha a és b € Ty, akkor a — b is, a + b is, ab is és % (b £ 0) is szerkeszthetd.

13.14. abra.

Bizonyitas. Mivel tetsz6leges — mar megszerkesztett — hosszisagok Ossze-
gét, kiilonbségét, szorzatat és hanyadosit meg tudjuk szerkeszteni, ezért az
egység hossztusagbol kiindulva tetszdleges egész szam szerkeszthetd, illetve
ilyenek hanyadosa is szerkeszthetd. (13.14 és 13.15. abrak.)

A jobb attekinthetdség érdekében nem foglalkoztunk azzal, hogy a kelet-
kezett miiveleti eredmény feltétleniil az = tengelyen jelenjen meg. [
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13.15. abra.

Belattuk, hogy a szerkeszthetd hossziisagok testet alkotnak (13.2. Alli-
tas). Belattuk tovabbé, hogy a racionalis szamtest minden eleme szerkeszt-
hets (13.3 Allitas).

Vizsgaljuk most meg, hogy szerkesztési 1épéseink milyen tovabbi adatok
szerkesztését teszik lehetévé. Induljunk ki abbol, hogy a T (kezdetben a
racionélis szamok) test minden eleme szerkeszthets. Végezziink el egy olyan
szerkesztési 1épést, amelynek sordn 4j pont keletkezik: két egyenes; egy kor
és egy egyenes; vagy két kor metszéspontja.

Ne feledjiik, hogy egyel6re csak a Ty elemei vannak megszerkesztve, és
ebbdl kiindulva végziink el — most csak egyetlen szerkesztési 1épést.

13.1. Megjegyzés. Vezessiik be ideiglenesen a kovetkez§ kifejezéseket: Ne-
vezziik Ty pontjait mar megszerkesztetteknek. Nevezziikk méar megszerkesz-
tettnek azokat az egyeneseket, amelyekre illeszkedik két Tp-beli pont. Nevez-
ziink mér megszerkesztettnek egy kort, ha a kozéppontja (mint pont) méar
megszerkesztett, illetve a sugara (mint hossztisag) is mar megszerkesztett.

13.4. Allitas. Barmely két mar megszerkesztett egyenes metszéspontja mar
megszerkesztett.

Bizonyitas. Ha a két egyenes mér megszerkesztett, akkor van olyan méar
megszerkesztett pontpar, amelyre illeszkednek. A két egyenes egyenlete egy-
egy Tp-beli egyiitthatos linearis egyenlet. A metszéspontjuk a két linearis
egyenletbdl allo lineéris egyenletrendszer megoldasa, amely — amennyiben
létezik — szintén benne van Ty-ban, tehat egy mar megszerkesztett pont. [
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13.5. Allitas. Egy mar megszerkesztett egyenes és egy mar megszerkesztett
kér metszéspontjai vagy mar megszerkesztettek, vagy koordinatai Ty egy
eleme négyzetgybkével torténd masodfoki bévitésében vannak.

Bizonyitas. Ha az e egyenes mar megszerkesztett, akkor van olyan mér
megszerkesztett pontpar, (x1,y1), illetve (z2,y2), amelyre illeszkedik. Ekkor
az egyenlete

(y—y1)(@2 — 1) = (x —21)(y2 — 1) = 0

alaki, amelynek egyiitthatéi mar megszerkesztett adatok.
A mar megszerkesztett K kor egyenlete pedig legyen az
(z—u)?+(y—v)?—r*=0.

Mivel K mér megszerkesztett, azért a kozéppontja koordinatai, illetve a sugar
mar megszerkesztett adatok.

Az e egyenletébdl kifejezve példaul y-t és K egyenletébe helyettesitve
mésodfoki egyenletet kapunk z-re. A masodfoku egyenlet megolddképleté-
vel felirhatjuk a megoldasokat az z-re. (Ha vannak!) Lehet, hogy ezek a
metszéspontok mér megszerkesztettek, azaz Ty-ban vannak. Azt is tudjuk
azonban, hogy ha létezik is megoldasa a masodfoku egyenletnek (a valos-
ban), nem feltétlentil van Tp-ban. A diszkriminans négyzetgyokével bévitett
T testben (amelyet tehat egy egyszerti mésofoku bévitéssel kapunk) azon-
ban mér benne lesznek. Az y az x-nek ,racionélis” kifejezése, tehat biztosan
benne lesz T7-ben. O

13.6. Allitas. Két mar megszerkesztett kir metszéspontjai vagy mar meg-

szerkesztettek, vagy Ty egy eleme négyzetgydkével térténd masodfokii bévi-
tésében vannak.

Bizonyitas. Legyen K egyenlete (v —u1)%+ (y —v1)? —r} = 0, K3 egyen-
lete pedig (v — u2)? + (y — v2)? — 73 = 0. Az egyik egyenletbél kivonva a
mésikat lineéaris Osszefliggést kapunk z-re és y-ra. Ehhez hozzavesszik va-
lamelyik kor egyenltetét. Igy a feladat megoldasat visszavezettiik az el6z6
allitas bizonyitasara. [J

Mindez azt jelenti, hogy ha a kiindulési adatok teste Ty, akkor barmelyik
megengedett szerkesztési 1épést hajtjuk is végre, az Gjonnan megszerkesztett
pont koordinatii vagy elemei Ty-nak, vagy Tp valamelyik eleme négyzet-
gyokének ,racionalis” kifejezése. (Vagyis Tp-beli elemmel szorozzunk, ahhoz
To-beli elemet adunk hozza. A négyzetgyok persze akar benne is lehet Tp-
ban.)

Ha most megkeressiik a legsziikebb olyan 17 testet, amely méar nemcsak
kiindulasi adatainkat, hanem az tGjonnan megszerkesztett pont adatait is
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tartalmazza, akkor ez a test vagy maga Ty lesz, vagy Tp-nak egy Tp-beli
pozitiv szam négyzetgyokével valo bovitese: Ty = To(y/a), ahol @ > 0 és
a € Ty.

Egyelére csak azt tudjuk, hogy az eddig megszerkesztett pontok ada-
tai Th = Tp[a] elemei, azt azonban nem tudjuk, hogy minden 7Tj-beli pont
szerkesztheté-e.

13.7. Allitas. Ha a T, testbs] valamely szerkesztési lépéssel olyan pontot
kapunk, amelynek valamelyik koordinatéaja ag-nak To-beli egyiitthatos line-
aris kifejezése, a + boy, akkor Ty = Ty[a| minden eleme szerkeszthets. (Ne
feledjiik: oy egy To-beli elem négyzetgydke.)

Bizonyitas. Ha a + b,/aq szerkeszthets, akkor «y is.

A korabban latott modon tetszbleges b esetén bayg is szerkeszthets, vala-
mint a + bay is.

Az a+ bag alaku elemek additiv inverze (ellentettje) is nyilvan szerkeszt-
het6. A multiplikativ inverzre pedig

a — bay 1 a — bay a b
a—bay a+bay a?—b2a} a®—b2ad a?—b2a}

teljesiil. Mivel g egyiitthatoi Tp-beliek, ez is egy a + bag alakil szam, azaz
szerkeszthets. O

Eddig sehol nem hasznaltuk fel, hogy Tj a racionalis szamtest (a raciona-
lis kifejezés csak arra utalt, hogy Osszeadas/kivonés, szorzas/osztas szerepel
benne), ezért az eljarast tovabb folytathatjuk:

Ha egy szerkesztés menete sordn minden egyes lépés utan megkeressiik
a legsziikebb olyan testet, amely a kiindulasi adataink mellett tartalmazza
az Osszes addig megszerkesztett pont koordinatait (adatait), akkor egymast
tartalmazo testek olyan Ty C 17 C Ty C ... C T}, lancolatdhoz jutunk, ahol
Tit1 = Ti(\/a5), & > 0 és oy € T;. Ebben a lancban tehat minden test vagy
egybeesik az el6zdvel, vagy annak valos (pozitiv szam négyzetgyokével valo)
masodfokid bévitése.

13.8. Allitas. Az elmondottak alapjan egy adat csak akkor szerkeszthetd,
ha benne van egy olyan T}, testben, amely a kiindulasi adatok testébdl meg-

Py

kaphato véges sok egymas utédni valés méasodfoki bévitéssel.

13.9. Allitas. Az allitas megforditdsa is igaz, vagyis a fenti tulajdonsagu
T} test minden eleme szerkeszthetd.
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Azt, hogy Tp minden eleme szerkeszthetd, mar lattuk. Azt kell csak be-
bizonyitanunk, hogy Ty egy tetszéleges pozitiv elemének a négyzetgyoke is
szerkeszthetd.

Bizonyitas. Legyen az a pozitiv szam, amelynek a négyzetgyokét meg akar-
juk szerkeszteni az a. A derékszogi haromszoghben a magasségtétel szerint
az atfogbhoz tartozd magassagvonal olyan részekre osztja az atfogot, ame-
lyek szorzata a magassdg haromszogbe esd szakaszanak négyzetével egyenld.
Ha tehét c¢ jeloli az atfogdt, c1 és co az atfogdhoz tartozd magassigvonal-
lal kettéosztott atfogd szeleteit, m. pedig a magassagvonal hosszat, akkor

C1Cy = m%

Ha most egy derékszogl haromszoghen az atfogd két szeletének hosszi-
saga a és 1, akkor a magasségvonal hossza /a (13.16. abra). O

13.16. abra. /aqg szerkesztése, ha az valos
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KI<IIQPD]>][A] [— e+

13.17. abra. \/ag egy lehetséges szerkesztése

Ez azt jelenti, hogy a T} testnek is minden eleme szerkeszthet. Mivel T
a Ty y/ap elemmel valo bévitése, a T7 test minden eleme a + by/ag alakd,
ahol ag >0 és a,b,ap € Tp. Azt viszont mar lattuk, hogy ha a,b és \/ag
szerkeszthetd, akkor a + by/ayg is szerkeszthetd.

Hasonléan, 15,73, ..., Ty testek mindegyikének minden eleme szerkeszt-
hetd.

Ezek alapjan megfogalmazhatjuk a szerkeszthet&ség sziikséges és elégsé-
ges feltételét:

13.1. Tétel. Euklideszi értelemben egy adat akkor és csak akkor szerkeszt-
heté a kiinduléasi adatokbdl, ha eleme egy olyan T} testnek, amely megkap-
haté a kiindulasi adatok testébdl véges sok valés masodfoki bévitéssel.

Tételiinket ugy is fogalmazhatjuk, hogy egy a valds szam akkor és csak
akkor szerkeszthetd, ha eleme egy olyan T}, testnek, amelyre Ty C 17 C T C
C ... C T}, ahol Ty a kiindulési adatokat tartalmazé legsziikebb test, és
T2‘+1 = TZ(\/OZ), a; >0 és o; €T;.

Abbol, hogy algebrai bévitések egymasutanja is algebrai, kovetkezik,
hogy egy fenti tulajdonsigi T) test minden eleme algebrai elem a T test
felett. Igy olyan elemek, amelyek Tj felett transzcendensek, biztosan nem
szerkeszthetSk. Abbol azonban, hogy egy elem algebrai a T test felett, még
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nem kovetkezik, hogy szerkeszthetd, hiszen nem biztos, hogy az 6t tartalmazé
test megkaphaté masodfoku bévitések egymasutanjaval Tp-bol.

Erre nézve a kovetkezd tétel fogalmazhaté meg:

13.2. Tétel. Legyen az « valos szam algebrai elem a Ty test felett. Ekkor o
akkor és csak akkor szerkeszthetd, ha definidlé polinomjanak fokszama kettd
hatvanya.

Az vilagos, hogy ha egy valds szdm szerkeszthetd, akkor a racionéalis test
felett a definial6é polinomjanak a fokszama ketts hatvanya. (Hiszen méasod-
foka bovitésekkel megkaphato.)

A masik irdnyban a definicié nem nyilvanvalo, és most nem is bizonyitjuk.
Koénnyen igazolhat6 viszont a kovetkezs speciélis eset:

13.3. Tétel. Legyen Ty a kiindulasi adatok teste, és legyen az
flx) = 22+ cox® + 1 + o

(1 fGegyiitthatés harmadfokii) polinom — ahol ca,c1,¢o € Ty — irreducibilis
a Ty test felett. Ekkor f(x) egyetlen gyike sem szerkeszthetd a kiindulési
adatokbdl.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f(z) a T1, 1o, ..., Tp—1 testek felett is irre-
ducibilis, viszont van z; gyoke Ti-ban, vagyis z; szerkeszthetd a kiindulasi
adatokbol. Ekkor 21 = a + by/«, ahol a,b,«a € T,_1. Mivel z; gyoke f-nek:

0=f(z1) =28 + ozl + 1214+ ¢o =
— (a+bv@)’ + o (a+bv/a)’ + e (a+bya) + ¢ =
= a® + 3a®bv/a + 3ab’a + bPav/a+
+ c9a® 4 2cpaby/a + cab®a+ cra + c1bya + ¢o =
= Va (3a®b + bPa + 2caab + c1b) + (a® + 3ab®a + c2a”® + cob®a + cra+ o) ]
Vagyis 0 = uy/a + v, azaz u/a = —v, ahol u,v,a € Tj,_1. Mivel azonban
Va ¢ Ti_q, ez csak ugy lehet, ha u =v = 0.

Tekintsiik most z1-nek a Tj_1 testbeli konjungaltjat, azaz a — by/a-t.

0=f(z1) =
= —Va (3a*b + b’ + 2coab + ¢1b) + (a® + 3ab’a + c2a® + cxb’a + cra + ) ||

Tehat Zz7 is gyoke f-nek, és benne van Ti-ban, de nincs benne Tj_1-ben.
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Jelolje most f harmadik gyokét z5. Ekkor a gyokok és egyiitthatok kozti
Osszefiggésekbdl z1 + z9 + 23 = —co. Mivel

214 20 =a+bya+a—bya = 2a,

ebbdl z3 = —cog — 2a— € Tj_1, vagyis az f(z) polinomnak mégiscsak van
olyan gyoke, amely eleme Tj;_j-nek. Ez ellentmond annak, hogy f(z) irre-
ducibilis Ty_; felett. Végss soron tehat az f(z) polinom egyik gyoke sem
szerkeszthets. [

Kovetkezmény. Specialisan, ha kiindulasi adataink a 0 és az 1, (igy a ki-
indulasi adatok teste a racionalis test), akkor tételiink szerint egyetlen olyan
harmadfokt polinom gyokei sem szerkeszthet$ek, amely irreducibilis Q fe-
lett.

Néhany nevezetes szerkeszthet6ségi probléma

1. ,,A koOr négyszogesitése”

Szerkesztendd olyan négyzet, amelynek keriilete megegyezik egy (ko-
zéppontjaval és keriiletének egy pontjaval) adott kor keriiletével. Véa-
lasszuk a kor kozéppontjat koordinata-rendszer origéjanak, sugarat pe-
dig egységnyinek (vagyis a kor keriiletének adott pontja legyen az (1,0)
pont). Ekkor a kiindulasi adatok teste a racionalis szamtest, a szerkesz-

2
tendd tavolsag pedig (a négyzet oldala) Zﬂ = g Mivel a 7 transzcen-

dens szam, sem &, sem a fele nem szerkeszthetd.

Hasonlé feladat adott kor teriiletével egyenld teriiletd négyzet szer-
kesztése. Ez egy /7 oldalt négyzet szerkesztését kivanja, ami szintén
lehetetlen (hiszen ha /7 szerkeszthetd lenne, akkor a 7 is).

2. Déloszi probléma (kockakett6zés)

Egy legenda szerint, amikor Délosz szigetén pestisjarvany tort ki, a
délosziak (hogy megtudjak, mi vethet véget a jarvanynak) a delphoi
josdahoz fordultak. Azt a vélaszt kaptak kérdésiikre, hogy a jarvany-
nak akkor lesz vége, ha Apoll6 templomanak kocka alaku oltarkovét
kicserélik egy kétszer akkora (térfogattl) kockara. A feladat olyan koc-
ka élének a megszerkesztése, amelynek térfogata kétszerese egy adott
kocka térfogatdnak. Ha az adott kocka élét egységnyinek tekintjiik,
akkor a kiindulasi adatok teste a racionalis test, a megszerkesztendd
tavolsag pedig a v/2. A /2 definialé polinomja az 23 — 2, ami a ra-
cionalis test felett irreducibilis harmadfokt polinom, igy a 13.3. Tétel
szerint egyetlen gyoke sem — igy a /2 sem szerkeszthetd.
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13.18. abra. Déloszi kockakettszés

3. Trisectio anguli (szégharmadolas)

A feladat olyan szerkesztési eljaras megadasa, amelynek segitségével
egy tetsz6legesen adott — vagy a kiindulasi adatokbdl szerkeszthets —
sz0g harmadrésze megszerkeszthetd.

Meg fogjuk mutatni, hogy ha a kiindulési adatok teste a racionalis
test, akkor van olyan szog — pl. a 60°-os szdg —, amely a kiindulasi
adatokbodl szerkeszthetd, de a harmada — azaz a 20°-o0s sz6g — euklideszi
eszkozokkel nem szerkeszthetd.

Ebbdl mar kovetkezik, hogy egyrészt nem minden sz6ghoz 1étezik olyan
— esetleg sz6grol szogre valtozo — eljaras, amellyel az illet§ szog harma-
da megszerkeszthetd, masrészt nyilvan olyan univerzalis eljarés sincs,
amelynek segitségével minden szog harmada (ugyanigy) megszerkeszt-
hetd.

A racionalis testbdl kiindulva a 60°-os sz0g nyilvanvaléan szerkeszthe-
t6.

A 20°-0s sz0g szerkesztése ekvivalens a cos 20° szerkesztésével. Felhasz-
nalva, hogy cos3a = 4cos®a — 3cosa, a szerkesztendé x = cos 20°
tavolsagra azt kapjuk, hogy ki kell elégitenie az

1
~=42® - 32
2
egyenletet, vagyis gyoke a racionélis test feletti
f(z) =82% — 6z — 1
polinomnak. Ez a polinom viszont irreducibilis a racionélis test felett

(hiszen ha nem volna irreducibilis, akkor volna racionalis gytke, ami

1 1 1
viszont a Rolle-tétel kovetkeztében csak a 41, :|:§, iZ’ :tg szamok
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valamelyike lehetne, viszont — mint arrél behelyettesitéssel konnyen
meggy6zGédhetiink — ezek egyike sem gyok), igy egyik gyoke sem — ezért
a cos 20° sem — szerkeszthetd.

Eredményiink nem jelenti azt, hogy semmilyen kiindulési adatokbél
nem szerkesztheté meg a 60°-os szog harmada, ha példaul kiindulési
adataink tartalmaznak egy 40°-os szoget, akkor ezekbdl az adatokbol
a 60° is és a 20° is nyilvan szerkeszthetd (de ekkor a kiindulasi adatok
teste nem a racionélis test).

Azt is érdemes megjegyezni, hogy a racionalis test felett — szogfelezé-
sek és szogmasolasok segitségével — szamos szog harmada szerkeszthe-

t8. Nyilvanvaloan szerkeszthetd példaul a 180° vagy a 90° harmada,
[e]

s0t az Osszes k— — (k és n tetszoleges pozitiv egészek) szog harmada.

A szogharmadolas probléméja nyilvanvaléan ekvivalens azzal a kér-
déssel, hogy egy adott kiindulasi test esetén egyaltalan mely szogek
szerkeszthetSk és melyek nem.

4. Szabalyos sokszogek szerkesztése

A feladat egy adott kor keriiletének n egyenls részre osztasa, vagyis a
360°

) 27
sz0g — vagy az ezzel ekvivalens cos — tavolsag — szerkesztése.
n

A szabalyos haromszog és a négyzet nyilvanvaloan szerkeszthetds. Azt
is tudjuk, hogy a szabalyos 6tszog is szerkeszthets. Ha valamilyen n-re
szerkeszthet6 a szabalyos n-szog, akkor a szabalyos 2n-szog is szer-
keszthet§ (szogfelezéssel), igy a szabélyos 6-, 8- és 10-sz0g is (tovabba
tetszoleges pozitiv egész k-ra a szabalyos 2F, 3 - 2% és 5 - 2% szog is)
szerkeszthetd.

Megmutatjuk, hogy a szabalyos hétszog nem szerkeszthets. Valasszuk
az adott kor sugarat egységnyinek, igy most is tekinthetjiik a racionélis
testet a kiindulasi adatok testének.

27
Feladatunk az x = cos - tavolsdg megszerkesztése.

2 2
Jeloljiik e-nal a cos 77T +1sin 77r komplex hetedik egységgyokot. Ekkor

1 2
<z~:+) :2603—7T = 2z,
€ 7

masrészt tudjuk, hogy

egyrészt

l+e+e?4+8+et 45+ =0,

5 1 , 1 1
6+*3 + €+7 +{e+-]4+1=0
IS IS £

igy
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13. A geometriai szerkeszthetség algebrai elmélete

Felhasznalva, hogy

(e 5)=(+2) -s(-+1)

és

azt kapjuk, hogy
(22)% —3(2z) 4+ (22)? =2+ 22 +1=0,
vagyis a szerkesztendd x tévolsag gyoke az
f(z) =823 + 42 — 4z — 1

polinomnak. Ez viszont a racionalis test felett irreducibilis harmadfoku
polinom, igy egyetlen gyoke sem szerkeszthetd.

Nem szerkeszthetd a szabalyos kilencszog sem, hiszen ha szerkeszthetd
lenne, akkor a szabalyos 18-sz0g is szerkeszthet§ lenne, a szabélyos 18-
sz0g szerkesztése viszont éppen a 20°-os szog szerkesztését jelentené,
amirs]l mar lattuk, hogy a racionalis test felett lehetetlen.

Belathato, hogy ha a szabélyos ni-szog is és a szabalyos ng-szog is
szerkeszthetd ahol (ni,n2) = 1, akkor szerkeszthets a szabalyos ning-
sz0g is. Ha ugyanis (ni,ng) = 1, akkor az njxz — noy = 1 diofantoszi
egyenletnek 1étezik pozitiv egész megoldasa, vagyis vannak olyan xzg és
Yo pozitiv egész szamok, amelyekre

nixo — nayo = 1,

és igy
21 2 2
To— —Yo—— = .
no ni nins

Ez viszont azt jelenti, hogy az azonos korbe irt és kozos cstucesal ren-
delkez§ szabalyos n1-szog és szabalyos ne-szog csticspontjai kozil kivé-
laszthato egy-egy tgy, hogy a kivélasztott pontok altal meghatarozott
kozépponti szog éppen a szabélyos ning-szog oldaldhoz tartozd kozép-
ponti szog legyen. Ezek szerint elegendé olyan n-ekre vizsgélni a sza-
bélyos n-szog szerkeszthetGségének kérdését, melyek primhatvanyok.

Azt mar tudjuk, hogy ha n = 2% akkor tetszdleges k > 1 (egész) esetén
szerkeszthetd a szabalyos n-szog. Bizonyithato, hogy n = p” esetén,
ahol p paratlan prim, akkor és csak akkor szerkeszthet§ a szabélyos
n-szog, ha k = 1, p pedig egy Fermat-prim (22t + 1 alakun).

Osszefoglalva a fenticket, a kovetkezoket allapithatjuk meg:
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13.4. Tétel. A szabalyos n-szog (euklideszi értelemben) akkor és csak akkor
szerkeszthetd, ha n = 25pipa...py, ahol p1, pa, ..., pr kiilonbézé Fermat-
primek és k,r > 0, egész.

A fenti tételt az akkor 19 éves Gauss bizonyitotta 1796-ban, tisztaz-
va ezzel egy kétezer éve megoldatlan probléméat. Egyben eljarast is adott
a szabalyos 17-szoOg szerkesztésére, ennek emlékét Grzi a sziilGvarosaban,
Braunschweigben felallitott Gauss-emlékmi talapzataba vésett szabélyos 17-
szog. A pillanatnyilag ismert 6t Fermat-prim (3, 5, 17, 257, 65537) mind-
egyikéhez sikeriilt azota konkrét szerkesztési eljarast talalni.

A szabalyos 17-sz0g szerkesztésérdl olvashatunk Frenkel Péter cikkében

[]-

A fenti eredmények mindegyike szigortian az euklideszi szerkesztésekre
vonatkozik. Mas eredményeket kaphatunk akkor, ha mas eszkozoket vagy
mas szerkesztési lépéseket engediink meg. Létezik példaul olyan eszkoz,
amely kifejezetten szogek harmadoléséira sziiletett.

Kiilon kérdéskor foglalkozik az tigynevezett korlatozott szerkesztésekkel,
amelynek egy érdekes kérdése példaul az, hogy minden olyan pont, amely
euklideszi értelemben megszerkeszthetd, akkor is megszerkeszthets-e, ha csak
korz6t vagy csak vonalzét hasznalhatunk. A tény az, hogy a sikban minden
olyan pont, amely korzével és vonalzoval megszerkeszthets, megszerkeszthets
csak korzo segitségével (Mascheroni-féle szerkesztés). Az azonban nem igaz,
hogy csak vonalzoval megszerkeszthets lenne minden euklideszi eszkozokkel
szerkeszthetd pont. Ha viszont adott két (egymastol egység tavolsagra 16ve)
parhuzamos egyenes, akkor mér igen.

Tovabbi érdekességként megemlitiink egy szerkesztéssel kapcsolatos ered-
ményt, illetve néhany hozzé kapcsoldédoé tényt.

13.10. Allitas. A legkisebb szerkeszthetd, fokokban kifejezhets egész szam
mértékd szig a 3°.

Bizonyitas. A szabalyos 5-sz0g szerkeszthetd, amelynek van 144°-os szo-
ge. A 8-adrésze (18°) tehat szerkeszthets. A 60°-os szog negyedrésze (15°)
szintén szerkeszthetd. Ezért a 18° — 15° = 3°-0s sz0g is szerkeszthetd.

Ha ennél kisebb egész sz0g is szerkeszthetd lenne (1 vagy 2), akkor szer-
keszthetd lenne a 20°-o0s szog is, 4&m ez nem igaz. [

Megjegyzés. Jellemzben szogek Osszege és kiilonbsége szerkeszthetd, ter-
mészetes szdmszorosaik is szerkeszthetdk, illetve a szerkeszthetd szoveg fele
is szerkeszthetd.
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A 72°-0s szog szerkesztése Képzeljiink el egy olyan egyenld szara harom-
szoget, amelynek alapja 1 hosszusagi, a szarszoge 36°, az alapon nyugvo szo-
gei 72°-osak. Ha az alapon nyugvo egyik szogbdl megrajzoljuk a szogfelezét,
akkor ez az egyenes két olyan haromszogre bontja az eredeti haromszoget,
amelyek koziil az egyik hasonlé az eredetihez (13.19. 4bra).

Ezekre felithaté egy hasonlosagi ardny: 1: z = (14 ) : 1. Ebbdl 22 +
x — 1 =0, amelynek (pozitiv) gyoke:

~1+vI+4 V51
2 2

Ezt a szakaszt — az egység hossziisagu szakaszbdl kiindulva — euklideszi esz-
kozokkel meg tudjuk szerkeszteni. Vagyis a haromszog szerkeszthetd, igy tu-
dunk 36°-os szoget szerkeszteni.

13.19. abra. 36°-72°-72° szogl haromszog

Erdekesség, hogy a geometridban egy szerkesztési probléméat a legritkabb
esetben szokds algebrai utra terelni — habar mindig eredményre vezet. A
szabélyos tizszog (illetve 0tszog) szerkesztése éppen ilyen: egyszertibb kisza-
mitani a keresett oldal hosszat és azt megszerkeszteni az algebrai Gsszefiig-
gések ismeretében, mint olyan geometriai mértani helyeket keresni, amelyek
metszéspontjaként megkapjuk a tizszog (6tszog) egy még nem ismert cstucs-
pontjat (mint ahogyan azt a szabalyos hatszog esetében oly egyszertien meg-
tehetjiik).
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Feladatok

1.

Szerkesszen euklideszi modon /1000 hosszusagu szakaszt (az egysényi
hosszi szakaszbdl kiindulva).

1
. SzerkeszthetG-e euklideszi értelemben egy tetszéleges szog R része?

. Szerkesszen szabalyos 6tszoget! Szerkessze meg csak korzé hasznéla-

taval! (Az oldalak szakaszat nyilvan nem tudjuk megszerkeszteni csak
korzovel, ebben az esetben csak az 6t csicspontot tudjuk kijeldlni.)

. Adott egy 133°-0s sz0g. Szerkeszthets-e ebbdl a 3°-o0s sz0g?

. Igazolja, hogy ha adott egy 19°-o0s szog, akkor abbol megszerkeszthetd

az 1°-os szog!

Szerkeszthets-e (euklideszi értelemben) az 1°-os szdg, ha csak egy egy-
ségnyi szakasz a kiindulasi adat?

Mekkora a legkisebb egész szdmmal kifejezhetd fok, amely szerkeszthe-
t67

. Adott egy egyenl§ szara haromszog egyik széra (egy szakasz), vala-

mint a vele szemben fekvs szog szogfelezs egyenese (a szakaszt metszé
egyenes). Megszerkeszthets-e ebbdl a haromszog? Miért?

Oldja meg a kovetkezd feladatot!


www.cs.elte.hu/~kfried/algebra3/feladat.avi
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14. fejezet

TESZTEK

Az alébbi tesztkérdések mindegyikében egyetlen helyes valaszt kell megjeldl-
ni.

1. Algebrai miiveletek

1. Az alabbiak koziil melyik alkot algebrai struktirat?

(a) A természetes szamok az osztésra nézve.
(b) A primszamok a szorzasra nézve.

(c) A természetes szamok a rakovetkezés miiveletére. (n € N elemhez
a rakovetkezo természetes szamot rendeljiik.)

(d) A valés szamok.
2. Az alabbiak koziil melyik alkot algebrai struktirat?

(a) Az egész szamok az osztasra nézve.
(b) Az 5-nél nem nagyobb természetes szamok az Osszeadasra nézve.

(c) A természetes szamok a rakovetkezés miveletére. (n € N elemhez
a rakovetkezs természetes szamot rendeljiik.)

(d) A 2 x 3-as invertalhato méatrixok a matrixosszeadasra nézve.
3. Az alabbiak koziil melyik alkot algebrai struktarat?

(a) A természetes szamok a kivonasra nézve.
(b) Az 5-nél nagyobb természetes szamok az Osszeadasra nézve.

(c) Az egész egyiitthatos polinomok a polinomosztasra nézve.

191
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(d) A 2 x 3-as matrixok a matrixszorzasra nézve.
4. Az alabbiak koziil melyik miivelet a természetes szamok halmazan?

(a) Osszeadas.
(b)

(c) Kivonas.
(d) Osztas.

Additiv inverzképzés.

5. Az aldbbiak koziil melyik egyvaltozos miivelet az egész szamok halma-
zén?

a) Osszeadas.

(a)
(b)
(c¢) Kivonas.
(d) Osztas.

Additiv inverzképzés.

6. Melyik nem alkot algebrai struktiurat az alabbiak kozil?

(a) A természetes szamok az Osszeadéasra nézve.

(b) A természetes szamok a rakovetkezésre nézve. (n € N elemhez a
rakovetkezd természetes szamot rendeljiik. )

(c) A természetes szamok a szorzasra nézve.

(d) A természetes szamok az osztasra nézve.

7. Az (S, o) algebrai strukturaban melyik miveleti tulajdonsagbol kovet-
kezik, hogy: Va,b,c € S: (aob)oc = co(aob)? (Figyelmesen nézze
meg a felirt osszefiiggést!)

(a) o asszociativitéasa.

(b) o kommutativitasa.

c¢) o invertalhatosaga.

(d)

d) o disztributivitasa.

8. Az (S, 0, %) algebrai struktiraban melyik mtvelet melyik tulajdonsa-
gabol kovetkezik, hogy Va,b,c € S: (aob)o(cxd) =ao(bo(cxd))?

a) * asszociativitasa.

(a)

(b) o asszociativitésa.

(c) o disztributivitasa *-ra.
)

(d) #-nak o-re vonatkozo disztributivitésa.
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9. Az (S, 0,x*) algebrai struktiraban melyik miveleti tulajdonsagbol ko-
vetkezik, hogy: Va,b,c € S: (axb)oc= (aoc)*(boc)?

(a) o asszociativitéasa.

(b) * asszociativitasa.

(c) x disztributivitasa o-re.
)

(d) o disztributivitasa -ra.

2. Félcsoportok

1. Melyik félcsoport a kovetkezdk koziil?

a) ({0,1,2,3,4,5},0), ahol o a valos szamokon értelmezett szorzas.

(a) (

(b) (R*,0), ahol aob = ab.

(¢) (N,o0), ahol a o az egymas utan irast jelenti, pl. 47 o0 16 = 4716.
(d

) (R, %), ahol % az additiv inverz (ellentett).

2. Melyik félcsoport a kovetkezok koziil?
(a) (N,o), aholaob=a+b—1.
(b) (N,0), ahol aob=ab+ 1.
(¢) (Nyo), aholaob=a+b+ 1.
(d) (N,o), ahol aob=ab— 1.

3. Melyik nem félcsoport a kovetkezok koziil?

4. Melyik nem félcsoport és milyen okbol a kovetkezsk koziil?

N

a mert nem asszociativ.

(a) (27
(b) (
(©) (
(d) (R7,

9

),

Z,—), mert nem zart.

R, —), mert nem asszociativ.
),

mert nem asszociativ.

t

. Melyik tulajdonsag sziikséges ahhoz, hogy (S, o) félcsoport legyen?

(a) o kommutativ.

(b) o asszociativ.
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(c) o invertalhato.

(d) o disztributiv.

6. Melyik tulajdonsag nem sziikséges ahhoz, hogy (.5, o) félcsoport legyen?
(a) S nem fires.
(b) S zart a o miiveletre.
(c) o kommutativ.
(d) o asszociativ.
7. Melyik egységelemes félcsoport?
(a) (N,-)
(b) (Z~,)
(c) (R*,+)
(d) (R™,+).
8. Melyik félcsoportban nincs egységelem?
(a) (ZF,+)
(b) (RF,-).
(c) (R, +).
(d) (Z7F,).
9. Melyik félcsoportban nincs egységelem, és ennek mi az oka?

(a) Az 5-nél nagyobb természetes szamok Osszeadésra vett félcsoport-
jaban, mert a miivelet nem kommutativ.

(b) A pozitiv egész szamok szorzasra vett félcsoportjaban, mert nincs
benne a 0.

(c) A negativ egész szamok Osszeadasra vett félecsoportjaban, mert
nincs benne a 0.

(d) A valos egyiitthatos polinomok szorzéasra vett félcsoportja, mert
a polinomok korében nincs inverz.

10. Mi az egységelem a (Z, o) félcsoportban, ahol a 0 b = —ab + a + b?

(a) —1.
(b) 1.
(c) 0.
(d) Nincs
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3. Csoportok

1. Melyik alkot csoportot az alabbi struktarak koziil?

(a) (N,+)
(b) (Z,+)
(€ (N,-)

Z,+), mert a miivelet nem asszociativ.
Z,+), mert a mivelet nem invertalhato.
Z,+), mert a mivelet nem invertalhato.

Z,-), mert a mivelet nem asszociativ.

4. Keresse ki azt a struktirat, amelyik csoport, de nem ciklikus?

(a) (N,+)
(b) (Z,+)
(c) (R,+)
(d) (Zs5,+ mod 5)

(a) Asszociativitas.
(b) Zartsag.
(c) Invertalhatosag.

(d) Kommutativitas.
6. Melyik elemnek nem 6 a rendje a (Zi8, + mod 18) csoportban?
(a) 3

(b) 6
(c) 9
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() 15.

7. Héany részcsoportja van a (Zg, + mod &) csoportnak?

a
b
c
d

_ A~ o~

1
2.
4.
8

—~
—_ — T

4. Mellékosztalyok, normaloszt6

1.

Héany mellékosztalya van a (Zg, + mod s) csoportnak egy kételemti rész-
csoportja szerint?

(a) 1
(b) 2.
(c) 4.
(d) 8.

. Melyik normaloszté Ds-ban (a halmaz elemeit a szokasos modon fjy,

f120, foa0, ta, g, to jeldli)?

(a) {ta,tp,tc}-
(b) {fo, f120, faa0}-
(c) {fo,ta}.
(d) {fo,tB}

Egy 24 elem csoportot egy 6 elemt részcsoportja szerint faktorizalnuk.
Hény eleme lesz a faktorcsoportnak?

Egy ciklikus csoportban minden részcsoport normaloszto.

(a)

(b) Minden csoportban minden 2 indexd részcsoport normaloszto.
) Minden csoportban minden kételemt részcsoport normaloszto.
)

Egy csoport centruma mindig norméloszté. (A (G, o) csoport cent-
ruma azon h elemei halmaza, amelyekre minden csoportbeli g
elemre hog=goh.)
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5. Csoport kompatibilis osztalyozasa

1. A valos szamok Osszeadasra vett csoportjaban az egészek részcsoportot
alkotnak ezzel faktorizalva a kapott struktura melyik alabbival lesz
izomorf?

).
,0), ahol aob = {a} + {b}.
[ ’ )70)7 ahol aob = {CLer}.

0,1
[0,1),0), ahol aob = {a} + {b}.

2. Melyik allitas nem feltétleniil igaz az alabbiak koziil?

(a) (Z
(b) (Z
(©) (
(d) (

(a) Egy G csoport kompatibilis osztalyozasakor az egységelemet tar-
talmaz6 osztaly normaloszto.

(b) Egy G csoport normalosztoja szerinti osztéalyozas kompatibilis.

(c) Egy G csoportot homomorf modon leképezve egy H csoportba a
kapott képelemek halmaza norméloszté G-ben.

(d) Egy G csoportot homomorf médon leképezve egy H csoportba
a kapott képelemek &sképei a csoport kompatibilis osztalyozasat
adjék.

3. (Z,+) melyik osztalyozasa kompatibilis?
(a) Azokat az elemeket soroljuk egy osztalyba, amelyek abszolut ér-

téke ugyanarra a szdmjegyre végzédik.

(b) Azokat az elemeket soroljuk egy osztalyba, amelyek ugyanazzal a
szamjeggyel kezd&dnek.

(c) Azokat az elemeket soroljuk egy osztalyba, amelyekben ugyan-
annyi az 1-es szamjegyek szama.

(d) A szamokhoz hozzdadjuk az abszolit értékeik 10-szeresét, majd
azokat a szdmokat soroljuk egy osztalyba, amelyekhez az igy kép-
zett Osszeg ugyanarra a szamjegyre végzddik.

4. Az alabbi csoportparok koziil melyek nem izomorfak?

(a) S3 és Ds.

(b) ({igaz, hamis}, V) és ({0,1}, min).
(c) (RT,:) és (R, +).

(d) (@*,) & (Q+).
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6. Permutaciécsoportok

1 2 3 45
. 7 2 . ?
1. Mennyi a <3 1 5 9 4> permutacié rendje’
(a) 1
(b) 3
(c) 5
(d) 7
1 23 45 6 7
2. Hany diszjunkt ciklusra bomlik a <2 © 5 6 3 4 1) permutacio?

3. Melyik allitas igaz az alabbiak koziil? (Figyelmesen olvassa el az alli-
tasokat!)
(a) Paros permutaciok szorzata paros.
(b) Paratlan permutéaciok szorzata péaratlan.
(c) Paros permutaciok Gsszege péros.

(d) Paratlan permutaciok osszege paratlan.
4. Melyik allitds nem helyes?

(a) Minden véges csoporthoz van vele izomorf permutaciocsoport.
(b) Minden permutacioval van vele izomorf véges csoport.

(c) Minden véges csoport izomorf egy permutécidcsoport valamely
részcsoportjaval.

(d) Minden permutaciocsoport izomorf egy csoporttal.

7. Gytrtik

1. Melyik nem gyfirii az alabbi struktarak koéziil?

(a) (Zv +, )
(b) A 3 x 2-es valos elemi matrixok a méatrixdsszeadasra és a matrix-
SZOrzasra.
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(c) A valos egyiitthatos polinomok a polinomésszeadasra és polinom-
SZOTZAsTa.

(d) A teljes valos halmazon folytonos fiiggvények a fliggvényossze-
adasra és fliggvényszorzasra.
2. Az alabbiak koziil melyik gytird nem izomorf az egész szamok gytri-

jével?

a 0 . PO . . g
(a) Az ( 0) alakt matrixok a méatrixdsszeadassal és a matrixszor-
a

zéssal.

(b) Az (8 8) alakd méatrixok a matrixosszeadéassal és a matrixszor-

zassal.
a a o S ) ) -
(c) Az alakt méatrixok a matrixdsszeadéassal és a matrixszor-
a a

zassal.

0 . - .
(d) Az (g 0> alakd méatrixok a matrixosszeadéassal és a matrixszor-

zéssal.
3. Melyik igaz az alabbiak kozil mindegyik (R, +,-) gytrtre?

a) Az osszeadas nem feltétlentil kommutativ.

(a)

(b) Az 6sszeadas nem lehet invertalhato.

(¢) A szorzas nem lehet invertalhato.
)

(d) A szorzéas nem feltétleniil kommutativ.

9. Testek

1. Melyik igaz az alabbiak koziil minden (7', 4+, -) testre?

(a) Az Osszeadas nem feltétleniil kommutativ.
(b) Az sszeadas nem sziikségképpen invertalhato.
(c) Van olyan eleme, amelynek nincs multiplikativ inverze.

(d) A szorzéas nem lehet kommutativ.

2. Melyik nem test az alabbiak koziil?
(a) (Q,+,).
(b) (Z,+,).
(c) (R,+,").
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3. Melyik nem test az alabbiak koziil?
(a) (Q, +,).
(b) (C,+,)
(C) (Z57 + mod 5 mod 5)

(d) (297 + mod 95" mod 9)-
4. Melyik nem primtest az aldbbiak koziil?

(a) (Q,+,).
(b) ({0,1},0,%), ahol 0 az osszeadas, 1 a szorzas egységeleme.
(c)

)

(d) A 3 x 3-as regularis (nem 0 determinansi) matrixok a matrix-
Osszeadasra és -szorzasra.

(Z57+mod 55 " mod 5)

11. Testbdvitések

1. Melyik testet kaphatjuk meg a (Zs, + mod 3, mod 3) test bévitéseként?

(a) (Z,+,).
(b) (ZS7+mod 5,  mod 5)-
(¢) (Q,+,-).

(d) A fentiek egyikét sem.

2. Melyik test folott algebrai elem az ¢ - 7?7

(a) (Q,+,-).
(b) (Z11,+ mod 115" mod 11)-
(c) (R,+,-).

3. Melyik algebrai szam?

A

SN— Q/ SN— S—

B ‘i ﬂwﬁc :“:‘w :‘m‘:‘
[\

4. Hanyadfoku testbévitése Q-nak a V2 + V/7-tel valo bévitése?

(a) 1



Fried Katalin — Korandi Jozsef —T6rok Judit: A modern algebra alapjai alapja201

5. Ha A = Q(v2), B = Q(v3), C = Q(v2 + V3), akkor az alabbi

allitasok koziil melyik igaz?

12. A geometriai szerkeszthet8ség algebrai elmélete

1. Egy szakasz ismeretében hanyadrésze szerkeszthets meg Euklideszi esz-
kozokkel?

a) A m-ed része.
) Az e-ed része.
(c) A V/2-ed része.
(d) Az i-ed része.

2. Egy sz0g ismeretében annak hanyadrésze szerkeszthet meg Euklideszi
eszkozokkel ?

A nyolcada.
A tizede.



Megoldasok

EZ MEGSEM PERMUTACIOK SZORZATA.
A tesztek megoldéasa:
c)2. (c)3

( . (b) 4. (a) 5. (b) 6. (d) 7. (a) 8. (b) 9. (d)
2. fejezet: 1. (c) 2. (c) 3

(

(c

. (b) 4. (¢) 5. (b) 6. (c) 7. (a) 8. (a) 9. (c) 10. (c)
b) 2. (d) 3. (b) 4. (¢) 5. (d) 6. (b) 7. (¢)

4. fejezet: 1. (c) 2. (b) 3. (c) 4. (¢) (Felezni mindig lehet Q-ban, gyokst vonni
nem minden esetben a Q+ ban.)

4. ()
4. (b)

1. fejezet: 1.

~ ~—

3. fejezet: 1.

5. fejezet: 1. (c) 2. (c)

(c)
6. fejezet: 1. () 2. (b)
7. fejezet: 1. (b) 2. (c) 3.
9. fejezet: 1. (c) 2. (b) 3.
11. fejezet: 1. (d) 2. () 3. (d) 4. (d) 5. (c)

12. fejezet: 1. (c) 2. (c)
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test, 123
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testbovités foka, 141, 149
transzcendens elem, 135

vektorialis szorzat, 19
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Az alabbi videon egy feladat lathatd, amelyet K. Hofstetter, A Simple
Compass-Only Construction of the Regular Pentagon, Forum Geometrico-
rum Volume 8 (2008) 147-148. cikke alapjan készitettiink el.

http://www.cs.elte.hu/ kfried /algebra3/feladat.avi
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